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Capitolul 1
INTEGRAREA FUNCTIILOR

§1. PRIMITIVE. INTEGRALE NEDEFINITE

Fie f o functie reala definita pe un interval I C IR. Se numeste primitiva a functiei
f pe I o functie F' definita si derivabila pe I astfel ca F'(x) = f(z) pentru orice = € I.
Daca F' este o primitiva a functiei f pe I atunci F' + C este si ea o primitiva a functiei f
pe I, oricare ar fi constanta C. Reciproc, orice primitiva a lui f este de forma F' + C.

Se numeste integrala nedefinita a functiei f multimea tuturor primitivelor functiei f
gl se noteaza cu /f(x) dx.

Proprietati ale integralelor nedefinite:

a) Daca f : I — IR admite primitive pe I, iar a € IR atunci §i af admite primitive
§i: /af(a:) dx = a/f(a:) dx.

b) Daca f si g admit primitive pe I atunci i f + g admite primitive pe I si:

J1r@) + @) dw = [ f()da+ [ g(z) da.

O functie continua pe un interval I C IR admite primitive pe I. O functie care admite
primitive pe un interval I are proprietatea lui Darboux pe acel interval.

Calculul primitivelor si al integralelor nedefinite se poate face direct folosind formulele
de integrare ale functiilor elementare sau cu ajutorul unor metode de calcul, dintre care
amintim:

1. Metoda schimbarii de variabila. Fie functiile w : I — Jsi f : JJ - R (I, J
intervale C IR). Presupunem ca u are derivata continua pe I si ca f este continua pe J.
Daca F este o primitivd a lui f atunci /f(u(x))u'(x) dr = F(u(z)) + C.

Vom nota cu C multimea functiilor constante definite pe un interval I, cu valori reale.
2. Metoda integrarii prin parti. Fie f si ¢ doua functii definite pe intervalul 7. Daca

f si g au derivate continue pe I atunci:
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[ F@g@) de = f@)g() ~ [ F)g' () dr.
3. Folosirea unor relatii de recurenta in calculul integralelor nedefinite ale functiilor

depinzand de un parametru n.

P(z)
Q()

P
P si @ sunt polinoame, Q(x) # 0, Vx € I. Daca grad P < grad @ atunci fractia

4. Integrarea functiilor rationale in x. Fie functia R : I — IR, R(x) = , unde

poate fi descompusa in fractii simple, astfel:

Po) Ao | A A B B B
Qr) (z—a) (z—a)! r—a (z—0)F (z—0)>F1 z—b
G Gy G Maer M Mewd N
(x—c)r  (z—c! r—c (®+pr+q? (2 +pr+gt!
Mz + Ny Uzx+V, Up—1z + Vi Uiz +V;

(22 + pz + q) (22 +ux +0v)” (224 vz +v)V! 2 +uxr+ov
unde Q(z) = (z—a)®(z—=b)? - - (x—c)7(2*+pr+q)* - - - (22 +uz+v) cuc, B, ..., v, A, .. v
numere naturale, iar factorii 22 +px+gq, ..., 22 +uzx+v au radicini complexe. Coeficientii
de la numaratorii fractiilor de mai sus se determina aducand fractiile la acelagi numitor

si identificand coeficientii termenilor asemenea.

Daca grad P > grad @ atunci se efectueaza impartirea lui P(x) la Q(z) si se obtine:
P(z) Py (x)
= Ri(z)+
) T 0,6)

studiata mai sus.

, unde R (z) este un polinom in x §i este o fractie de forma

Q1 (z)

5. Integrarea functiilor rationale in sinx $i cosx. Fie /R(sinx,cos x) dr, unde

R(u,v) = QEU’ vg este o functie rationalad de doua variabile. Functia R(sinz,cosx) este
u, v
definita pe un interval I = (a,b) i Q(sinz,cosz) #0, Vx € I.

x
Daca —m < a < b < 7 atunci substitutia tg§ = t conduce la calculul integralei
nedefinite a unei functii rationale in ¢. Folosind formulele:
2tg L 1—tg’L
1+ o2z 8T T T g2z

, , 2t 1—+t*\ 2dt
se obtine /R(smx,cos:c) dr = /R <1—|—t2’ 1—|—t2> i /Rl(t) dt.

Calculul integralei poate fi simplificat in urmatoarele cazuri:

sing =

a) R(sinx,cosz) = —R(—sinx, cos x); se face substitutia cosx = ¢;

b) R(sinz,cosx) = —R(sinx, — cos x); se face substitutia sinx = t;

¢) R(—sinz, —cosx) = R(sinx, cos x); se face substitutia t = tgz, —7/2 <x < 7/2;
d) R = R(tgx); se face substitutia t = tgx, —7/2 <z < 7/2.

In aplicatii aceste metode speciale de integrare se pot combina si cu metodele generale
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de integrare: schimbari de variabile, integrarea prin formule de recurenta, etc. De aseme-
nea se utilizeaza in mod curent diverse formule trigonometrice in transformarea functiilor
de integrare.

6. Integrarea functiilor irationale.

a) Integralele de tipul:

m p
b\ ™ b\*
/R x, ar + ey ar + dx
cr+d cr+d

se rationalizeaza ( se transformd in integrale de functii rationale) prin schimbarea de
ar + b
cr +d
b) Integralele de tipul:

/R a:c2+b:c—|—c>d:c re€l, a#0, b*—dac#0siar’?+br+c>0, Vo el

variabila: = t*, unde k este numitorul comun al fractiilor L

se rationalizeaza prin substitutiile lui Euler:
b)) a>0, v —4dac<0: vVar?+bx+c=t+z/a;
by) a <0, ¢c>0: Var?+ bz +c=tr+./c
b3) ax? + bx + ¢ = 0 are radacinile reale o si 3 si cel putin una dintre radacini (o

de exemplu) nu apartine intervalului I; atunci se face substitutia:

x_ﬁzt@ \/a(:c—a)(:c—ﬂ):t\:c—a\.

T—
c) Integralele de tipul:
/xm(a:v" +b)P dx

numite integrale binome (m, n, p € Q) pot fi ragionalizate in urmatoarele trei cazuri:

a

c1) p € Z: se face substitutia = ¢", unde r este numitorul comun al numerelor
rationale m si n;

co) p & Z, dar mT“ € Z: se face substitutia ax” + b = t°, unde s este numitorul
lui p, (p = %);

c3) mT“ ¢ 7, dar mT“ + p € Z: se face substitutia a + bx~ " = t*.

Prezentam in tabelul de mai jos cateva functii si integralele lor nedefinite, unde I

este un interval din IR:

R— IR n+tl

f - /x"dmzw +C.
flz)=2z", ne N n+1
I — R, TcC(0, atl1

2. f (0, 00) /x‘j‘dm:ﬂC +C.
flz) =1 ac R\{-1} atl
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fiI> R, ICR

1
/—da:zln|:z\—|—C.
T

3. 1
f($)=;
:IR— IR z
P /a“’da::a +C.
flx)=a% a>0,a#1 Ina
f:I—- R, ICR\{-a,a} 1 1 _
f(x):m, a#0 ¢ —a 2a T+ a
f:R— R 1 1
6. 1 /ﬁdxz—arctgf—i—c.
f($)=7x2+a2, a#0 r°+a a a
:IR— IR
7. / /sinxdxz —coszx + C.
f(z) =sinz
:IR— IR
8. / /cos:zdz:sin:z—l—c.
f(z) =cosx
f:I—> IR
m 1
9. ICB\{(2k+1)§a kEZ} / s—dr =tgz +C.
) cos? x
f($):cos2:z
f:I—> IR
1
10. TCR\({kr, keZ} /,2 dr = —ctgr + C.
1 sin“ x
f(w)_sinQT
f:I1— R
11. IC]R\{(%—I—l)%, keZ} /tgg:da::—ln|cosa:|—|—(3.
flz) =tgz
f:I—> IR
12. I CcR\{kr, ke Z} /ctgazdaszln\sinﬂ—l—c.
f(z) = ctgz
f:R— R 1 JATE
13. 1 /7d3::1na:—|— z2 +a?) + C.
f(x)zﬁ, a;éO \/$2+Cl2 ( )
Vz2+a
f:I— R, IC(—0c0,—a) sau
1
14. IcC(a,oc), a>0 /7dx=lnx+\/x2—a2 +C.
PN = | |
€Tr) =
22 — a2
f:I—R, IC(—a,a), a>0 1 z
].5 1 /\/ﬁda::arcsmg%-c.

fz) =

a2 — 12
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PROBLEME REZOLVATE

1. Tinand seama de faptul ca orice functie continua pe un interval I are o primitiva,

sa se arate ca urmatoarele functii au primitive pe IR:

sin ¥
, daca z € IR\ {0};
2) f:R— R, f(z)= ack @ € BA{D)
1, daca z=0.
1 >
—e V" daci 2z € R\ {0};

b) f: R— R, f(x)=1{ 22
0, daca xr = 0.

Rezolvare. Functiile de mai sus sunt continue pe IR. Intr-adevar, in orice punct

x # 0, fiind functii elementare, rezulta ca acestea sunt continue. In punctul z = 0 avem:
sin x

) lim f (@) = limy = =1=f(0)-1 2
. T ]- 1/ _ ) . 3 T _1/1;2_ _
b) iy /(@) =l Z7e™" = liny 27 = Ly 5207 = lime™ = 0= f(0)

Rezulta ca functiile sunt continue si in punctul z = 0, deci sunt continue pe IR si in
consecinta admit primitive.

2. Sa se arate ca urmatoarele functii nu poseda primitive pe IR:
1 1

2x sin — — —, daca 0;
2 R R fx) = :csmx COSx, aca x # 0;
1, daca z = 0.
1
in —, daca 0;
b) fiR— R f(z) = sin —, aca x # 0;
—1, daca z =0.
sinx
daca 0;
¢) f:R— R, f(z)= r acd @ 7 0;

0, daca x=0.
1
Rezolvare. a) Sa consideram functia G(z) = ?sin —, x # 0. Deoarece G'(z) =
x

1 1
= 2zsin — —cos —, Vu # Orezulta cd G| _ ) (respectiv G| .)) este o primitiva pentru
l‘ 3 )
functia f\ o0y (Tespectiv fl, ).

Sa presupunem ca functia f ar admite primitive. Atunci o primitiva F' a sa ar avea

forma:
G(z) + ¢, dacd z < 0;

F(z) =< G(z) +cy, dacad z > 0;

C3, daca z = 0.
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Impunand conditia ca F' sa fie continua in punctul x = 0 obtinem:

lim F(z) = lim F(x) = F(0) sau lim (G(x) + 1) = lim (G(x) + c2) = s

<0 >0 z<0 x>0
Deoarece liII[1] G(z) = 0 obtinem ¢; = ¢3 = ¢3. Deci:
T—r

Fle) = G(x) + ¢, daca x # 0;
C1, daca z = 0.
Functia F fiind primitiva, trebuie sa fie i derivabila pe IR, iar F'(z) = f(x),
Vx € IR. Sa calculam mai intai derivata functiei ' in punctul z = 0:
F(x) - F - 1
F'(0) = lim Fz) — 1(0) = lim Gla) +er o = limzsin— = 0.
x—0 z—0 x—0 T x—0 T

Deci F este derivabila in punctul z = 0 i F'(0) = 0. Deoarece F'(0) # f(0) = 1, deducem

ca presupunerea facuta este falsa, deci F' nu poate fi primitiva pentru functia f.
b) Sa consideram functia g : IR — IR,

1
xcos —, daca x # 0;

g(x) = x
0, daca z = 0.

Fiind o functie continua pe IR rezulta ca ea admite primitive. Fie G o astfel de primitiva.
De asemenea sa consideram functia:

H(x) = x? cos 1 2G(x), = #0.
T

1 1 1
Se observé ca H'(z) = 2z cos —+sin — —2zcos — = sin— = f(z), Vo # 0. Deci H|__
T T T T

(respectiv H|y .y) este o primitiva pentru functia f|_ ) (respectiv f| )
Rezulta atunci ca o primitiva F'(z) a functiei f, in ipoteza ca ar exista, ar avea forma:
1
z?cos — — 2G(x) + ¢, dacd z < 0;
x
F(z) =

Co, daca z = 0;

1
z?cos — — 2G(x) + ¢3, dacd z > 0.
x
Functia F' este continua pe IR, deci:

. . 1
}:12(1) F(z) = glﬁlgr(ll (:1:2 cos — — 2G(x) + 01> =—-2G(0)+ ¢ =

<0
1
— 11 — |1 2 N —_— — — =
= glﬁl_i)ré] F(x) = 9101_1)1(11 (x cos — 2G () + 03> 2G(0) 4+ ¢3 = F(0) = ¢,
de unde rezulta ca ¢; = ¢3 i ¢ = —2G(0) + ¢4.
Obtinem astfel:
1
Flr) = x? cos i 2G(x) + ¢, dacid x # 0;
—2G(0) + ¢4, dacd x =0.

Sa studiem acum derivabilitatea acestei functii F' in punctul x = 0. Avem:
F(z)—F 2cos 1 —2G 2G(0) —
F(0) = lim (z) 0) i & €08 5 (x) + ¢ +2G(0) — ¢4

x—0 z—0 x—0

X
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— / —_ —
lim - - = —2G"(0) = —2¢(0) = 0.
Deci F este derivabila in z = 0 si F'(0) =0 # f(0) = —1. Rezulta ca F' nu poate fi

primitiva a functiei f, deci f nu admite primitive pe multimea numerelor reale.

= lim (xcosl — QM

c¢) Functia f se scrie ca o suma de functii f = f; + fo, unde:

sm:c’ daca = #0; | 0, daca x #0;
fi(z) = x iar fo(z) = i}
1, daca z =0, —1, daca z = 0.

Deoarece f; admite primitive (este continua pe IR), iar f, nu are proprietatea lui Darboux,
deci nu are primitive pe IR, rezulta ca f nu admite nici ea primitive pe IR.

3. Se considera functia f : [-1,1] — IR,
sin o daca x # 0;

flz) =

a, daca x =0.
Sa se arate ca f poseda o primitiva daca si numai daca a = 0.

Rezolvare. Si presupunem mai intai ca f admite primitive pe [—1,1]. Daca am
presupune prin reducere la absurd ca a # 0 atunci rezulta, urmand rationamentul din
Problema 2, b) ca f nu poate admite primitive. Deci in mod necesar a = 0.

Reciproc, sa presupunem ca a = 0. Atunci se arata (vezi Problema 2, b)) ca functia:
x? cos% — 2G(x) + ¢1, dacd x # 0;

—2G(0) + ¢4, daca x =0,
unde G este o primitiva a functiei continue g : IR — IR,

F(z) =

1
xcos—, daca x #0;
T
0, daca x =0,
este o primitiva a functiei f pe intervalul [—1, 1], (F este derivabila pe (—=1,1) si F'(z) =
= f(x)).
4. Sa se arate ca functia f : [—1,1] — IR definita prin:
1
sin?=, daca z # 0;
x
0, daca z =0,

nu admite primitive. Sa se deduca de aici ca daca o functie g : [a,b] — IR admite primitive

g(r) =

flx) =

nu rezultd, in general, ci si functia ¢? admite primitive.

Rezolvare. Presupunem ca functia f admite primitive. Deoarece:
1 2

— <1—cos—>, daca x # 0;
2 x

0, daca z =0,

atunci se arata in mod asemanator Problemei 2 b) ca o primitiva a functiei f are in mod

flx) =

necesar forma:
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1 2 1
Fla) g + Z:c2 silnz — EG(x), daca z € [-1,1]\ {0};
—§G(O), daca = =0,
unde G este o primitiva a functiei continue g : [-1,1] — IR,
2
rsin—, daca z € [—1,1]\ {0};
9(x) = z

0, daca = = 0.

Intr-adevir pentru # 0 avem:

1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 1 2
F’l(a:):§+gsin;—%-ﬁcos;—§G'(:ﬂ):§+gsin;—§cos;—§xsin;:
Cown2l _
= sin"~ f(z)

Dar derivata functiei F' in punctul z = 0 este diferita de valoarea functiei f in punctul

z = 0:
F’(O)—hm_+ 127 sin 2 — 2G(z) + 1G(0) _llimG(a:)—G(O): —lg(O):

1 1
z—0 T T 9 92250 T 2 2
1
:57&f(0):

Deducem ca functia f nu admite primitive. Combinand acum Problema 3 si Problema

4 rezulta ca daci o functie g admite primitive nu rezulti in general ci ¢? admite primitive.

5. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

5
a) /(4—1:—1;73:3)261% zel, —J/AgI;, b) /siand:r, r € IR;
dz

Yo d R4 [0 e R
C)/cos:c z, x € R; d) x2+2x+5’x€ ;
e) /esm?xcos%dx, reR; f) /9x2\3/10—x3dx, z € IR;
g)/e‘”sinxdaj, x € IR; h) /xln(1+x2)d:1:, x € IR;

i) /de, T € (—2,00).

(x4 2)3
Rezolvare. a) 3/ 5 dz. Notam 4 + 2* =t = 32°dz = dt. Deci:
t— dt dt 4 dt 1 4
— == —:—l t C=- l 4
3/ 3 -3/ 5 ]+ = + n |2* + 4|+
C.
+3(:)1:3—1—4)+
1 —cos2zx z 1 .
b) Avem: /sma:d:c—/f SU—/——— COSQQ?d$Z§—ZSII12x+C.

c) I = /cos rdr = /COS x-cosrdr = /(1 — sin’z)(sinz)’ dz. Notam sinz = t.
Rezulta:
3 .3

t
T:/(l—tQ)dt:t—g—i—C:sinx—Smx—i—C.
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dl‘ dx
) 24+ 2x+5 (x+1)2+4 otam & + X {inem
dt 1 t 1 1
I= / o —arctg 5 +C = iarctg% +C.
1 .
e) [ = /esm%-cos 2rdr = §/es‘n2x-(sin 22)" dx. Notam sin 2z =t = 2cos 2z dx =
1 1 1 .
=dt. Deci: [ = i/et dt = 5& +C = §esm21‘ +C.

f) I = /9:02 V10 — 23dx = —3/(—3:1:2) - v/10 — 23 dz. Notam 10 — 2% = t =
—&ﬁdx:nﬁ.DaﬁI::—3/€@dt:—3%#”—%0::—200—xﬂy3+0.

g) I = /el sinz dr = /(e‘”)'sinxd:c =e’sinz — /el coszdx = e” sinz—
- /(e‘”)'cosxdw =e"sinz —e"cosx — [ e"sinzdr = e"sinz — e®cosx — 1.

Am folosit de doua ori formula integrarii prin parti. Rezulta astfel:

1
I= iex(sinx —cosz) +C.

1 1
_ 2 _ 2 2 .
h)[_ /th1+x)dx__§/kx)ﬂnﬂ+w)d = 52t In(1+a) - /" 1+x2dx—

1 1 1
:§$QIH(1+x2 —/1+ d$=§$21n(1+$2)—/%dx 37 2% 1In (14 2?)—

2 2

1
2 2 xa ——x (1) = o+ o142 )+C=§(1+x2)ln(1+x2)—
T

2

——+C.
2
L. (@42 1 -2 o1 1 ’_nx
01_/)@+2ﬁdx__§/fx+m3l( +2)dz = 2/<@+2y>1 (z+
1 1 1 1 1
_qx+m2+a

6. Sa se stabileasca o formula de recurenta pentru:
a) Iyn = /sinmx-cos"xd:r, r€IR; m,neIN; m>2 sau n > 2.

d
b)[n:/m, xER, a#O, n € IN*.

Rezolvare. a) Vom determina doua relatii de recurentd, una care si ne permita sa

scadem gradul sinusului, iar alta a cosinusului. Pentru m > 2 avem:

Lnn = /sinm’lx cos"x - sinz dr = — /sinm’lx cos"x - (cosz) dr =
1 e I
=— /smm Y2 (cos"tz) do = — sin™ x - cos" o+
n+1 n+1
m—1

/sinm_Qx ccos"2xdr = — 1sin Yo cos™ M+

n+1 n +
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m — m—1
+ /sinm_Q:r(l —sin’z) - cos"r dr = — sin™ 'z cos" M + ———1I 90—

n+1 n—+1 n+1 ’

m—1
——— I

n + 1 m,n
Am obtinut relatia:

m—1 m—1
Iy = — - 1sinm*l:c ccos" M + 1 Iy om — D
n n n
de unde rezulta:
1 com—1 n+1 m — 1
=— . I
myn n+ms1n T - COS x+n+m m—2,n

relatie valabila de altfel pentru Vm, n € IR, m # —n.
Pentru a obtine relatia analoaga pentru scaderea gradului cosinusului (n > 2) pro-

cedam la fel cu cazul precedent sau facem schimbarea de variabila g —x = y. Atunci

avem:

Ipn = — /cosmy-sin"y dy = ! sin® 'y - cos™ 1y — n-l

’ n+m n+m

1 n—1 ) _
/smmx - cos" 2z dz.

/sinn_Qy ~cos™y dy =

= sin™ly - cos" lr +
n—+m n-—+m
Rezulta:

n—1

r
sin™ g . cos" " lx +
n+m m-+n
relatie valabila pentru Vm, n € IR, m = —n.

b) Avem:

mn — Im,n—?a

1 a® + z? 1 x? 1 1 x
I :—/761 ——/761 - ——/ T e =
nT g2 (a + z2)" € a® ) (a+ z%)" € a2 vl g2 x (a2 + z2)" x

Lt / L e tp 1 !
= —Fip_ _— XT - _— T = — n— . —
a2 "t 2a%(n — 1) (22 4+ a?)n-! a2 "1 2a’(n —1) (2?2 4+ a?)n!

1 dx 1 2n—-3 1 x
_ / = — . —— 1,1+ . , n#1.
2a2(n—1)J (22 +a®)" 1 a® 2n-—2 2a’(n—1) (2?24 a?)"!
dx 1 x
Pentru n = 1: Il = / m = aarctga +C.
7. Sa se calculeze, utilizand Problema 6, urmatoarele integrale:
1
a) Iz/sin%-cos%, xz € IR; b) I:/mda:, z € IR.
Rezolvare. a) Conform relatiei obtinuta la problema precedenta, punctul a), avem:
7 1., 3+3 1., 3+1 1. 3+1[}
= ——sin’x - cos’x + =I5, = ——=sin’x - cos’x + = |——sinx - cos’x + — =
4,2 6 6 l22 6 5171 1102
1 1 1 1 1
= ——sin®z - cos®z — —sinz - cos®z + 3 / cos’x dx = —ésin?’x . cos’r — 3 sinz - cos®z+

1 11 2 1 1 1
+§ / w dr = —gsin% . cos’x — 3 sinx - cos®z + 1£6 + 2 sin 2z + C.
b) Aplicand formula din Problema 6, b) obtinem:
dx 1 x 1 3 x 371 x
13 - / ( |:

— : - 2= 2
AP 8.2 (@4a2 112 16214 Tolz waal
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+1 1] _ T L3 3 T T n 3T n
4 97! _16(:152+4)2 128 x2+4 128 x2+4 16(:1:2—|-4)2 128(:1:2+4)

—i—iarct +C.
256 83

8. Daca notam cu I, = /:c”e‘” sinbrdx, K, = /:U”e‘” cos bx dx sa se stabileasca

formulele de recurenta:
(n+ 1)1, = 2" e sinbr — al,y 1 — bK,y1,
(n+ 1)K, = 2" e cosbr + bl 11 — aK,y1, n# —1.

Rezolvare. Integram prin parti:

1
I, = /:1:"6“ sin bx dr = /(:1:"“)'6” sin by doz = ——a" e sin bx—
n+1 ) n+1 ;
, a
_’n, 1 /:L‘""'l(aeax Sin b$+b€ax CcOS bl‘) dr = n——}-]_xn—l—l e sin bl‘_n——H_In+1_n——|—]_Kn+1.
Obtinem: (n+ 1)1, = 2" e sinbxr — al, 1 — bK,y1, n# —1.
In mod asemanitor avem:
1
K, = /x"e‘” cos bx dx = /(x"“)'ea‘” cos br do = ———z" e cos bx—
n+1 . n+1
— 2" (e cos br—be® sin bx) de = ——— 2" 1% cos bt — ——— Ky i1+ ———Ips1.
n+1/ ( ) n—+1 n+1 "pg1r

Deci: (n+ 1)K, = 2" e cosbr + bl 1 — aKpyq, n# —1.

9. Sa se calculeze integralele:

T arcsin x arcsin

x?arctgx Inx
¢ ————dr, v € R; d ———dz, v € (0,0); e /:1:3ch2:cd:1:, x € IR.
e Ve (0:0c): )

Rezolvare. a) Avem:

]:—/ 1 —22) arcsinz dr = — 1—x2arcs1nx+/ 1 — 22 dr =
s v Vita
= —/1 —z?arcsinz + x + C.

I arcsin x B _ o ,
b) I = / (=2 dx = / 1 — -arcsinz dr = ﬁ arcsin x—

1 T .
dx = = arcsin r+

\/1—502 \/1—372 7*1_x2arcsmx /1_x2d:1:— —
1

Integrala se mai poate calcula folosind schimbarea de variabila: arcsinz =y,

y € (—7n/2,7/2) = x =siny, dx = cosydy. Deci:
Y Y
]:/W-Cosydy: S3y'C08ydy:/ dy:/y(tgy)ldy:

= ytgy — /tgy dy = ytgy +Incosy + C = arcsin z - tg (arcsin z) + In cos(arcsinz) + C =

cos?y

1
=~ arcsinz + 5111(1 —2%) +C.

V1—22
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arctgx
1+ 22

o1 = / (2% + 1)arctgx gp [ PCt8

52 5. dr = /arctg:cd:r—

dr = xarctg r—

1 1
_/ 1 -f:EQ dr — 4(ar0tgx)'arctgxdx = garctgxr — - ln( ) - i(arctgx)Q +C.
nw 1 1 1
d) I'= dz. Notam—— >0 = v=—, dr=——dy. Deci:
) 1,2\/1_'_7:52 Y y yg )

J e () e [ [T
mlny / 1—i_yd—\/l—i-ylny /m /ym Yy =

l/y z

1
—= dz
:\/1+y21ny—/722dz— 14+y%2= 1—|—y21ny—\/1—|—y2+/ =
% /1+zi2 \/ \/ /22_|_1

[ 1 1
=vV1i+y?(lny—1)+In(z+v22+1)+C = 1+?<ln;—1>+ln(:c+\/:c2+1)+cz
/ 2
:_(IMJF?; Lo +In(z+ V22 +1)+C.

1 1 3 1
e) [ = /:c3ch 2edr = - /:c3(sh 27)' dz = —2sh 2z — = /QTQSh 2v dx = —2°sh 20—
3 1 2 3 32 2 1 3 2
~1 /SUQ(Ch 22) dx = §x3sh 2r — Z:ﬁch 2z + 2 /xch 2v dxr = §x3sh 2r — Z:cQCh 20+

3 1 3 3 3 1
+Z /x(sh 22) dr = §x3sh 27 — ~z%ch 2z + i sh 2z — 1 /sh 20 dr = §x3sh 2r—

4
3 3 3
—Z:cQCh 2r + Zir sh 2x — gch 2:0—1:0,
<chx: %, shx = %, (shz) =chz, (chz) :shx>.

10. Sa se calculeze integralele:
S5x — 3 Tx+9
a)/xida:,xeﬂ%; b)/( i dz, z € IR;

22 +4x+6 :c2—|—2x+3)
202 — 6 2?2+ 127 — 12
——d el 0,1,-3¢1; d —d el; 0,2¢1;
)/x3+2x2—3x 7 el 01, -3¢ L d) 3 (r —2)? oot 7
x? 20 — 2% — 1
——d I, £1¢1; f/—d I, 0¢1.
e)/(x4—1)2 z, ©€l, ¢ ) xQ(xQ-i-l) z, ve€l, 0¢
S5r — 3 2 4 d
Rezolvare. a)I:/xi / T —13/7:6:
:c2—|—4:c+6 2 2 +42 +6 2 +4x+6
51 (z° + 47 + 6) 13/ 1 (z° + 47 + 6) 13 t x+2+c
n(x x — - n(x x — ——arc .
>2 2 V2R
7 9 2 2 d
b)I:/ LT / (22 + d:v+2/ ? =
(22 + 2z + 3)? 2 x2+2x+3 (22 + 2z + 3)?

7
- +2 /
2(2% + 22+ 3) [(:c+1) + 2]
Notand = + 1 = y in ultima integrald, obtinem:
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I—/ dz _/ /2+y—y _1/ dy
P 412422 y+2 T2 2 _2
1 y? 1 y 1 1
—— dy = arct / —— | dy = —=arctg —=+ —
0+ 2P y 22 gf 1 ( ) ' 2f gf TR
/ dy = —=arctg i+ Y - alr(:tgi 4 +L
4 2 +2 f V2 4y +2) 42 V2 4f RV 4(y* +2)
; r+1 n r+1 c
= arc
4\/5 87 /2 42 120+ 3)
Deci: 1 ! + ! arct :c+1+ vl + 10
L = - I =
2@+ 20 +3) 22 BT T2(a? 1 21+ 3) 2(2% + 27 + 3)
g T e
arc .
22T
2x° — 212 — 272 —
c) I :/x—G —/ =0 dx :/ v =0 dx
o3 + 222 — 3z (22 + 2z — 3) z(x —1)(x + 3)
Descompunem fractia de sub semnul integrala in fractii simple:
212 — 6 A B C

=t —t— =
z(z —1)(xz + 3) :1:+:1:—1+:1:+3
202 —6 = Ax?+2Ax —3A+Bax?+3Bax+Ca?—~Cx = A+B+C =2, 2A4+3B—-C =

—0, —34=—6.
Rezulta A =2, B= -1, C = 1. Deci:
I=2lnz|—Injz—1|+In|z+3|+C.

24122 —12
d) I :/H—xde Avem:

23 (r — 2)?
?»+12x-12 A B C D E
w3z —2)2 x+x2+x3+x—2+(:c—2)2 ~
2?2+ 120 — 12 = Az?*(z — 2)2 + Bx(z — 2)* + C(z — 2)? + D2*(z — 2) + Ex® =

224120 —12 = Azt —4A3 +4A2%2 + Bx® —4Bx? +4Bx+ Cax?2 —4Cx +4C + Dz* —2Dx? +
YE2* = A+D =0, —4A+B—2D+E =0, 4A—4B+C = 1, 4AB—4C = 12, 4C = —12
Obtinem: A =1, B =0, C’——3 D = -1, E = 2. Deci:

2
:/d_a:_?)/d / 2/ d:v 5 =1In \:E|+ 3 1n\x—2\——+C
T 3 Tz — 2 2
29

29
1:/761 :/—d.
°) (x* —1)2 ! =21

Efectuam impér’girea si obtinem:
21° — 1 72 2(x% — 1) T z?
I—/ d /761 =— /7d /761 =
xar + 1)? x 2 + (a:4—1)2 T + (@ = 1) x 2+
1 d 22 1. |ly—1
e ety [ = Ll
R e + -1 2) o1 23 n‘y+1‘+

1

+1/ L=y, / x+ 1
= — n
2 (y2—12 3 2 "2

2?2 -1 1 dy
22+1 2/ y?2—-1
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1 1 ’d o 1;2—1 x2+31 z? —1
N . e e —1n —
2] V1) YT *q y—l T T 2 T ez

1‘2
. C
=
228 — g% — 1
ﬂ]:/ii—ﬁ——d%Amm
22(2? +1)2

203 —22—-1 A B Cax+D Ez+F
m_x+x2+ 2+1 (224 1)2
Az(x®* + 1)+ B(2? + 1)+ (Cx + D)2*(2* + 1) + (Ex + F)2? =228 — 22 - 1 =
Ax® 4+ 2A23 + Az + Ba' +2B2? + B+ C2® + Da* + O3 + Da? + Ex3 + Fa? = 22°—
1= A+C =0, B+D =0, 2A+C+E=2 2B+D+F=—1, A=0, B= —1.
Obtinem: A =0, B——l C=0, D=1, F =2, F=0. Rezulta:

7 /d / / 2z dx 1+ ¢ 1 Le
=— = — +arctgr — :
x? 2?2 +1 (x2+1)2 =z 8 2?2 +1

11. Sa se calculeze: .

a) /cos 3z -sin®*2xdr, x € IR; b) / s1n5x dr, = € ( T z) ;
cos®x
sin’x

—_— € (—m,m); d 7d € R

C)/5—|—4sin:1: (=, 7) ) 1 + sin? Ty &

i 3 d

e)/&dm,xé(—zi% - < , T € IR;

sinx + cosx 2sinx —cosx + 5

g) /cosx-lncosxdz, x € (—3%)

Rezolvare. a) Notam cu I = /COS 32 - sin*2z dr. Din formula sin 3z = 3sinz—

) ) 3sinx — sin 3z .. 3sin 2z — sin 6z
—4sin®z rezultd sin®z = , deci: sin®2z = . Rezulta:

4 4
1 3 1
I = Z/cos?)x-(3sin2x—sin6x) dr = é/(sinE)x—sinx)dx—g/(sin9x+sin3x) dr =

3 1
= —4—Ocos5:r—|—gcosx—l—ﬁcosQa:ﬂLﬂcosiixﬂLC

b) Avem: [ = / sin’s - _/ (1 — cosz)(cos z)' A
cosdx cosdx
Notand cosz = vy, Obtinem
(1—-y*)dy y dy . [dy _ 1 1 1 1
= _/ / / T 5:1C= - +C=
2y? 4costr  2cosix
1 — 2cos’x

=—F +C.

4costx + , y

c¢) Notam tg . t. Atunci: x = 2arctgt, dx = Di o din e — ,

2 1 + t2 1 + t2

obtinem:

| e d _/ 2dt / / B
544- lfﬁ 52 48t+5 5 t2+t+1 5 t+ Lo
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2 5 t4 3 2 5t + 4 2 5tg 2 +4
= - garcty : b +C= garctg?—i-c = gar thT+C'
d) Facem schimbarea de variabila tgz = t. Rezultd = = arctgt, doz = 7 dt. Din
t o2
relatia sin’z = g7:1:2 obtinem:
1+ tg*x

2

1 t2
]:/ TS dt:/ dt
14 £ 1+ (14+2)(2t2 + 1)

Descompunem fractia de sub semnul integrala de mai sus in fractii simple:
2 At+B Ct+D

I1O20+1) P41 @ 202 +1
QA3 4-2Bt? + At+ B+ Ct3+ D’ +Ct+D = 1> = 2A+C =0, 2B+D =1, A+C =
=0, B+D=0.

Rezulta A=C =0, B=1, D = —1. Deci:

dt dt 1
I:/m— Pl = arctgt — 2/t2 arctgt—§ V2arctgtvV2 +C =
1 1
= arctg (tgz) — —=arctg (V2tgz —|—C::U——arct V2tgz) +C.
g (tg) 7 g(V2tgz) \/5 g(vV2tgz)
e)I:/ ‘ sin x _/ tgx
sinx + cos x 1—|—tg:v

Notam tg:r—t:> x = arctgt, dr = 1+

S Ldt—/ ! dt
1+t 1+122 ) (1+1)(1+12)

t A Bt+C
(1+t)(1+t2):t+1+ 1 = A’ 4+ 1)+ (Bt+C)(t

1
Rezultdi A+ B=0, C+B=1, A+C =0, deciA:—§ —

Avem:

1 dt Ll
. 2 t—l—ll 2 t2+1 .
:——ln|tg:v+1|+ ln(tg:c+1)+§:r—|—c.

1 1 1
dt:—iln\t—i—l\—|—§arctgt+11n(t2—|—1)+C:

i . 2t
f) Notarr;tggzt:x:%rctgt, d:r:1+t2 : =T
cosz = —— rezulti:
142
2. 2 L5 4t—1+t2+5+5t2 32 + 2t + 2

1-+¢2 1+t2
1/ / 1 ¢ +§+C 1 t3t+1+
- = ——arctg —arctg ——
3/t +gt+s 3 (t+§)+g 3 f Vv V5
1 3tg s +1
+C = —arctgg27 +C.

V5 V5
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g) I—/cosx lncosxd:c—/(smx) ‘Incoszdr =sinx - Incosz

1 — cos?z .
_ — sin z.

:sinx-lncosx+/ dr =sinx - lncos:c+/

COSx COS ™

d
Integrala I, = / x
CcosS T

o calculam notand tg 5= t. Obtinem:

dt t—1 tg2 — 1
[1:/}+§§dt _ ——1‘ +cz—1n‘g§ 1‘
142 t g5 +
tgs +1 x 0w
- C=lnt (— —) %
n‘ __1+ ntg 2+4 +

Deci I =sinz -Ilncosx + Intg (g + %) —sinx +C.

12. Sa se calculeze urmatoarele integrale binome:

a)/:r:5-\3/(1+x3)2dx, r € IR; /3'1+ dz, = € (0,00);
c)/\/mdx, € (0,00); d)

Capitolul 1

2

sin“z
+/ dr =
COS T

dz, z € (0,00);

x4-\/1+x2
dx
2 : _
e)/m Va?+4dr, r € R; f) /:r ISk z € (a,b), 0 & (a,b).

m+1
Rezolvare. a) Avem m =5, n=3, p = % Deoarece =
n

substitutia z* + 1 = #3, de unde rezulta x = v/t3 — 1 si 322 dx = 3t% dt.

g:2€Zfacem

Obtinem:
8 45

Bt
I:/ .21 4+ 23)2d :/t3—1 A6 dt = /t4t3 Ndt=——-—+C=
1 x” -y (14 23)2 do ( g &t

1
= g(:v3 +1)83 — g(x3 +1)°2 +C.

1
b) Avem m = —5 =

1

Z § Deoarece m
n

z=(t*—1)%, dv =12¢3(t* — 1) dt. Rezulta:

t 12
I:/712t ?—1)3dt = 12/ -3 dt = "3t +-C =
#—1) yd ( T *

1
=2¢ Znotam 2/t +1 =1 =

()’ -

(
3
-3 (1:1/4+1)4/3+C ?( 1/4+1)/ (4z'/* = 3)+C = 7( 2t 1)3(4 2 4 4
3

—3x1/4—3)+C:?\/ + vV (4yx + vr —3) +C.

3 1
I:/\/:c3+:1:4d:r:/:c3/2-\/1+:cd:1:. Avem m = 37 n=1 p= 3 Deoarece

1 5 1 1
mr 0 mrl +p—3EZfacernsubstltu’gla1—|——:t2:>;1::
n 2t2 n

pGE:

fz/ﬁ',”ﬁl_rffn == e
:%/(ﬁ)-tdt %ﬁ % (tzd_tl):s 3(12 t_l)

dt. Deci:

1
pop =
-tdt =
—1
1—t?
7dt_
3/ (=1
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—1 P - / / b=
G —1) t2—1 HEY RS PR —1) 37 —1)?

3/ t2—1 12/( 2) i = tz_l 3/ (tQt_l)z_

t
dt =
12/t2—1 3(t2—1) BT 4/ —1 (t2—1)3+12(t2—1)2+
/ 1—t2 1/ t2dt t N 1 dt
4 T3 (2 —1)2  3(# —1) 12t2—1) 4 t2—1
( 1 ) tdt = ! + / +1/ i
8/ \12 -1 31213 12(2—1)2 4) 2 — (2—1) 8 t2—1
ot t il t—1 c—\/ITHJr R
T332 —1)p T 12(2—1)2 8(2—1) 16 |i+1 X 123}2 81
11 xTH—l_i_C r+1 +x2 r+1— oo
— 1n — _ —
16 EESR z \3 12 MNZES T +f
r+1 (23 42?2  3a?
- ) (Ve A T4 VE) - o (Ve T T - VE) +
z \3 12 12 8
x? z+1 1 x+1
ZE(:H—l) ——3 (2x+1) +Eln(\/x+1+\/§)+E(\/:ﬁ+1+\/§)+c:
1 1 1

1 1 3 1
d) Avemm=—4, n=2, p= —3 Deoarece mEl_ —g3 iar m +p=-2€”7
n
1 1
facem schimbarea de variabildi 1 + — =1> = 22 = , T = , dr =
x? 2 —1 2 —1
—t )
= m dt. Obtinem:

—t Y — (12 — 1)°/? )
1:/7“2_1)3/2(1:—1) . /H?_l dt:—/(t—l)dt:
V tZ

£ 1 1%2 1 1@+ @+

:—§+t+C:—§<1+?> +<1+P> +C = ( ZE3) +( l‘) +C.
1 1 3 1
e) Aicim =2, n =2, P=3 mt :—,iarm+ +p=2¢€ Z. Notdm 1+4z2 2 =
n
4 2 —2t

_ 42 2 _ _ _ ‘L
=t"=uz —t2_1,:r: t2_1,dx (2 1)3/2dt. Deci:

[ —2t oy
/t2—1 t_1+ (2 —13/2 10 t2—1 ((t2—1)2>

dt 4t 1—zt2 t2 4t
@ 1) 4/(15 —1)2:(t2—1)2_4/(t2—1)2dt_4/(t2—1)2dt:(t2—1)2+

1 ! 4t dt 2t dt
4/ 2/<—>-tdt=7 1 o -
HlEa T\ R R R P_1
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o 2t t—1 _4\/1+;% 2\/1+ 3 +am-1
_(t2_1)2+t2_1+lnt+1+c_ — T +C=
(I_Q) > ‘/1+x +1
vVt 44 1
2>Vl + 4+ x\/xQ +1n\/7+x C:Zx3\/x2+4+§x\/x2+4+1n4—
x

1
—21n(\/x2+4+x) +C= Z:r Va2 + +§x\/x2+4—21n(\/x2+4+x) +C= Z(:c3+
+22)vVa?+4—2In (Va2 +4+2)+C.
1 m+1

f) Avem m = -1, n = 2, P =3
2

3t
Vi3 — 1, dv = —— dt. Rezulta:
2vt3 — 1
I / 3t2 /
ARV A \/t3—1t =5/ -1
3 o
Descompunem fractia o in fractii simple:

t A Bt+C
t3—1:t—1+t2+—ti_+1 = AP+ At+ A+ B?*+Ct—-Bt-C=t =

A+B=0, A+C—-B=1, A—C=0.

=0€ Z Notam 2>+ 1 =1 = ¢ =

1 1 1
Ob’giilemf:it: 3 B:_§’ C:§ Deci: -
+
== —__/7 —_1 t—1 /
2/ t—1 2 t2+t+1 | - 4 t2d+t+1 Jlr
t
4/t2+t+1 1n\t—1\——1n(t2+t+1 4/—3:§1n|t—1|—
(t+1) +2
——1n(152+t+1)+§ arctgt—i_é—l-C— ln(\/2+1—1)—11n(3(x2—|-1)2+
4 1 3 3 4
3 2912 4+1-1 1 Jr2 41— 1)
++/22 + 1+ 1) + —=arctg <$—>+C:—ln (Vi + ) +
2V/3 V3 47 Y2 +12+ Y2 +1+1
3 2\3/332 +1-1 1 (Va2+1-13 3 2922 +1—1
+C=-In + arctg ———=—+C =
f V3 47 (224+1) -1 23 V3
1 2 1 1)3/2 3 2vzz +1 -1
=—In (Ve + ) +£arctg v +C.
2 2 V3

13. Sa se Calculeze integralele:

/\/ _ 7 dx’ z € (=1,1); /x\/2+2x—x2dx rel, 1:|:\/_€I
1+ 2
z?dx
€ (-2

\/—71:2’ /x\/m Ed(‘l’oo)?
e)/(1+x)m’ vel, —1¢l 0 /(:1:2+1)\/17

g)/(%_?)) — € (@) C (0,9) —§Z (a,b); ) /x m,
€ (a,b), 1 €& (a,b).

€ (—=1,1);

xr €
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1— 1—¢ —4t
Rezolvare. a) Notam Lot == , dr = ———= dt. Deci:
1+2 2+1 (12 +1)2

2 +1 —4t 12
1—/75 - dt:4/ dt.
1 — t2 (t241)2 (2 +1)(t>2—1)

A B Ct+ D
(t2+1)( R R R
A=)+ 1)+ B+ 1)+ 1)+ (Ct+D)(#* 1) =¢t* =
AP — AP + At — A+ B*+ B> +Bt+B+Ct3+Dt>? - Ct—-D =1 =
A+B+C=0, —A+B+D=1, A+ B-C=0, ~A+B—-D=0.

Avem:

1 1 1
Obtinem: A__Z B: , C =0, D—— Deci:
dt
I =- —— | + 2arctgt +C =
Pl t—l t2 t+1 oarctety
-1 1= VI—z -1 =
=In| Y2 | 4 2arctg —x—i-C:ln ° R + 2arctg e
}jr_i+1 1+=x Vi—-z++/1+z 1+=x

:/:1:-\/24—2:17—:626[:6:/:6-\/3—(:1:—1)2d:c.Noténdx—lzyobginem:
1
— a2 — a2 a2 — EAY) 2
—/(y+1)\/3 y? dy /y\/3 ydy+/\/3 y? dy 2/(3 y°)'\/3 — y?dy+
I
1
+[1:—§(3—y2)3/2+ll.

: 3 y? .y
A01:I:/\/3— 2d :/ dy — dy = 3 arcsin —=+
por AV T AV V3
!/
—|—/<\/3—y2> ydy:Sarcsin%+y\/3—y2—/\/3—y2dy,

3
de unde rezulta: I, = 3 arcsin % + 5\/3 —y?+ C. Deci:
1 3 1 3 —1
I= —5(3—312)3/2+§arcsin%+%\/3 —y?+C = —§(2+2x—x2)3/2—|—§arcsin %—i—
1
242z — a2 (2:1:2—:1:—7)\/2+2:c—:172+—arcsmx\/§ +C.
) Facem schimbarea de variabila x = 2sint = dz = 2 cost dt.Obtinem:
4sin’t
I= 20 9costdt = 2/(1 —cos2t) dt =2t —sin2t + C = 2 arcsin — —
| 2cost 2
—ix\/4—x2 +C.
. fjz—1 ——— 42 — 1 —6t

Deci:
—6t

o Gy L N t—3
T A N 34t2—1 dt==5 ) g-t= 3
4 2

t2—1 2

_|_
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2/ - 1 1. 2z —1 |
O S el Vi i SN SVl T
2,/i=1 41 2 2yr—1-—+ax—4
11—
e) Facem schimbarea de variabila \/1+x+x2:x—|—t$x:2t T dr =
—2t% 4+ 2t
+—dt Obtinem:
(2t — 1)2
—2t% + 2t — 2 1 —2% 4+ 2t — 2
[:/ (2t+— 12 (14 4L 241 dt:/(—t2+2t;L(t2—t+1) =
(1) (+ 50)
—t+1 dt dt
=—Injt|+In[t-2|4+C =
/tt—2t2—t+1 /tt—2 / /t nft|+Infe—2]+
_ V1 2 _ 9
zln‘—‘—l-C:ln R +C.
t Vi+z+a22 -z
o 1—x 1 — ¢ —At dt 5
f) Notam 1+ =t = \/].—IEQ :t(1+l'), r = m, dr = m Rezulta:
—4t 1 4(1+12) 2 +1
:/(t2+1)2' 122 L) _/22t4+2 =)
(1+t2) + 1} ¢ (1 + 1+t2

Descompunem fractia rationala de mai sus in fractii simple:
+1  At+B Ct+D

= + =
H+1 2241 2—tV2+1
AP+ Bt?2 — At’2\/2— Bt\/2+ At+ B4+ Ct3+ Dt?+ Ct2\/ 2+ Dt\/2+Ct+D = +1 =

A+C=0, B—-AV2+D+CV2=1, =BV2+A+DV2+C=0, B+D=1.
Obtinem A = C =0, B:D:%. Deci:

1 1 1 dt
_2/t2+t\/§+1_2/t2—t\/§+1__2/(t2+t\/§+%)+§_

! dat ﬂactgt—i_f \/_actgt_\é§+c
_ — ———ar — —ar =
(2—tv2+1)+4 2 2 2 V2
1 1 1 2(1 —x)
= ——arctg (V2 + 1) — —=arctg (tV2 — 1) + C = ———arct —= 41| -
Jaee v = Jparcta (V2 - 1) ﬂg(mg)
1 2(1 —x)
———arct —= 1] +C.
V2 g( 1+ )
: I 4¢*
g) Fa;cemschlmbareadevarlablla. 4—x:t:> x(4—x):t(4_x),x:m,
t
dr = —— dt. Obtinem:
(1 t)

1 dt
- w=2f =5 5=
/ 1—|—t2 24t2 _3) (4_ 4t2 5t2—3 5/ 123
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2 \/glt_%JrC Vi \f+c L 5
— . n = n
5 2V3 2 ,/ +\f VI5 ey 3 +2\f,/
1 8r — 12 1 4r — 6
V15 122 412 4+ 2V/15,/2(4 — ) \/15 r+6+ 60z — 15x2
t?—1 22 —t+ 1)

h) Notam V2?2 —z+1=2—-t =2 =

262 —t + 1)
[:/Wdt-

Descompunem fractia de mai sus in fractii simple:
t?—t+1 A B C
— == = A2t -1+ Bt2t — 1)+ Ct =t* -t +1 =
A T R v A G S i
4At2—4At+A+2Bt2—Bt+Ct—t2—t+1=>4A+2B:1, —4A-B+C=-1, A=1.

Rezulta A =1, B:— C’—§ Deci:

3
1:2/ 3/ 3/ _ =21 t——l %_1—— >  4c=
n—1 ") = nft] = 5o - (2t—1)+
=2In \/xQ—x—i-l—x——ln 2:1:—1—2\/:1:2—x+1— +C
| 5o | 2(2x—1—2\/x2—x+1)

14. Folosind substitutii hiperbolice (x = cht¢, = = sht,. ) sa se calculeze

=20 7P gt Obtinem:
o1 T T @1 tinem

dx dx V2
a) m, T € (].,OO), b) m, Tr € / de T €

€ (1, 00).
Rezolvare. a) Facem substitutia # = cht = do = shtdt, 2°> — 1 = ch* — 1 = sh’t.
Deci:

htdt dt ht \eh?t — 1 2 1
:/ > thi+c="pe=VR T o VT 72

+C,

ch?t - sht - ch’t - ~ cht cht - T

shi
tht =
(tve=37):

b) Notim x = 2sht = dv = 2chtdt, 2% + 4 = 4sh’t + 4 = 4ch*t. Rezulta:

_/ 2ch ¢ dt / B 1Ctht+c_ cht ., _ \/1—|—sh2t+c_
4s 1) w4 ~4sht T B

4sh®t - 2ch t 4sh ¢
—\/1+% 2 +4 cht
iz PR ~Shi

c¢) Notam = = cht = dz = shtdt, x> — 1 = sh’. Deci:

ht-sh h? h?t —1
I:/M:/tthdt:/S—Qtdt:/Ct dt =t —tht+C =

ch’t ch”t ch®t
Va? =1
:ln(a:+\/a:2—1)—x7+c, (t=In(z+ Va2 -1)).
T

15. Sa se calculeze integrala:
1 —a?

m T
- o, 2 (<27). e m (o).
T+ g 20z 0 P €T g)y e RAEL
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Rezolvare. Facem schimbarea de variabila tgg =t = x = 2arctgt, do = e dt,
2t
sinz = ——. Deci:
1+ t2 ) ,
1- 2 2(1 —
I= “__. at= [ 1-a) dt =
I+a>+ 7 1+ (14 a?)t? + 4at + (1 + a?)

21 —a2)/ dt 20 —a2)/ dt B
- 2 4 4q2 402\ 2 2 —a2\?
Lha? Ty gttt + (- qite) 140 (14 12) + (59)

2(1—a?) 1+ a? + 2
= . arctg % + C = 2arctg
2 — 2 =
1+a 1—a e
16. Sa se calculeze integrala:

(1+a®)tg s +2a
1—a?

+C.

1= /xe‘“” sinmaxsinnz, a,m,n € IR.
Rezolvare. Transformam produsul sin mz sin nx in diferenta de cosinusuri:
. i 1
sin max sin nx = E[COS (m —n)x — cos (m + n)x].

1
Atunci: I = 3 /xe‘””[cos (m —n)x — cos (m + n)x] =

1 1
= E/xe‘mcos (m—n)xd:v—i/a:e“cos (m4+n)xde =1 — I,.

vl . J

11 12

1
Calculam integrala: J = [ xe™ cosbr dr = e cos by — - /(COS bxr — bz sin bx)e dx =
a a

T 1 b T 1
= —ecosbr — — /e“’” cosbx dx + — /:1:6‘“” sin bz dxz = —e*® cosbx — — / e cos bx dz+
a a a a a

b b T
+—zesinbr — — / e (sin bx 4 bz cos bz) dx = —e® cos bx + — xe sin bx—
a? a? a a?
1 ar b axr : b2 axr
——/e cosbrder — — [ e smbxd:r——/:re cosbx dz .
a a? a?

J

2
a T b

Deci: J=—— [—e‘” cos bx + —2:176” sin bx] —
a

a’>+ b | a
b
—ﬁ /6ax cos bz dx —m /6ax sin bx dfﬁ, a2 + b2 7é 0.
a a
— —
I3 Iy
1 b 1 b
Avem: I3 = /e‘” cosbr dr = —e®® cos bx + — / e sinbx dv = —e** cos bx + — ™" sin br—
a a a a
b2 ax = a2 1 ax b axr _:
—— [ e cosbxdx, deunde rezulta: I3 =-————=|—-€e"cosbr + —e"*sinbx | .
a? a’>+ b \a a?

I3
1 b 1 b
Apoi: Iy = /e“ sinbx dx = —e* sin by — — / e* cosbr dr = —e* sinbr — —€*" cos br—
a a a

b2 . 5 a? 1 . b
—— [ esinbrdr, de unde rezulta: [, = —— | —e*®sinbr — —e** cos bz | .
a’>+b% \a a?
(S —
14
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az bx a’ 1 b
Deci: J = ——e* cosbr + ——e"® sinby — ——— Tecosbr + —e*sinbx | —

a? + b2 a? + b? (a? + b?)? < a? )
azx

a’b 1 b e br . .
m —e smbx—a—e cos bx :me Cosbx—l—me sin bx+

2 b2 b b
+e*® cosbx | — 5 “ + + e sinbx | — a4 — a4 =
(a2 +0%)2  (a®+ b%)? (a2 +0%)2  (a®+b%)?
xe® a’ — b? 2ab

o2 5 2 (bsinbe + acosbr) — @ pe cosbe — e sinbe.

Obtinem in final pentru I:
xeaz )
1= S o=y () sin (m =)z cos (m—n)z]
. ) . a(m—n) oz 1n( _ ) B e’
n)x [a2 + (m _ n)2]26 S m—-n|x 2[@2 _|_ (m + n)Q]
a? — (m — ”)2 a(m+n)

M (m =) oS M)+

a? — (m —n)?
2[a® + (m —n)?]?

e cos (m—

[((m+n) sin (m+n)z+a cos (m+

+n)x] +

e sin (m + n)z.

< . s rT+a . .
17. Sa se aplice substitutia t = P pentru calcularea integralei:
x

d
1= / v . m,ne N
(z + a)™(z + b)"
Sa se calculeze apoi, folosind aceasta substitutie:

7 _/ dzx
L= (x —2)%(x + 3)%
T+ a tb—a b—a

Rezolvare. Pentru ¢t = =1 = ——, dv = ——— dt. Obtinem:
x4 b 1—t (t—1)2

_ b—a (1 - t)m (1 — t)n . 1 (1 _ t)m+n72
I= / (t— 1)2 : tm(b_ a)m : (b_ Cl)n - (b— Cl)m+n_1 / m dt.

Pentrum=2, n=3, a = -2, b:3rezultét:x_
T+

1 7 (1—1t)? 1 3 =32 4+3t—1 1 ([t
11:/ dx :_/( t) dt:——/t 3t* + 3t g L[t
(z —2)%(z +3)% 54 2 54 Iz 54\ 2

1 1 [ 1/2—2\2 3z-2 g 5
_3t+3lnt|—|—¥>+c_ [__(ar >+M—31nx :1:—1—]_’_6.

2
. Deducem astfel:

625| 2\z+3 z+3 r+3 z-2
18. Sa se calculeze integrala: I = \/% , (0, g) :
Rezolvare. Notam tgxz =t, v = arctgt, dv = Ttt” sinx = \/1t+—t2’ sin 2z =
= % Rezulta:

1— _
Notim VEZ 1t Fl=tdy=t=-— 2 dt= y+1)

2y — 1 1)2

I—/ B / tdt
VIt V2+ 2 1+t2 (I+2)VEEFt+1
E dy. Avem:
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11—y 1 1 —2(y2 —y+1)
- . S . 7
V2 -1 e G g (2w 1)
2
y-—1
_ 2/ dy.
V2 '+ 27 —dy+2) "
Descompunem fractia de sub semnul integrala in fractii simple:
y?—1 _ y?—1 _ y?—1
v - Ay 42 (P22 -2+ 1)7 (12 V2 24+ V) (12 - V2 + 2 - V2)
_ Ay+ B N Cy+D N
PV +2+V2 V22 -2
Ay 4+ By? — 2Ay?* — 2By + (2 — V2)Ay + B(2 — V/2) + Cy® + Dy? + C\/2y>+
+DV2y+Cy2+V2) + D2+ V2) =1 -1 = A+C =0, B—V2A+D+CV2 =
—BV2+(2-V2)A+DV2+C(2+V2) =0, B2—-V2)+D(2+2) = -
1

1 1 1
Rezulti A= ——— B=——, C=——, D=———. Obtinem:
zZu SNok 2\/5 N W inem
-1

[_ / y—1 / y o
2V/2 y2+fy+2+f TRl Ry
2y+\/_—\/§—2 /2y \/_+\/§—2d

dy =

N | —

=3

RV PR RV A Y v R R A
V242 dy
= vy 2 v+ / +
4 4 (2 +2%2y+1) +V2+12
1 V2 -2 dy
+-In(y’ —V2y+2-V2) + / =
4 4 S (-2 Py + ) - V24
_ L P Vr24v? V242 VR v+ 2-V2 V2 et y—%Jr
i ey A R ST N
2 241 1 21
+C=——1ny C V2t +\/_—l- arctgy\/_i—i_——arctgL—i-C:
4y =V +r2-v2 2 1+v2 2 V21
_ 1V +2ve arctg}%}l %Jrc_—ll y +\fy+2+f+
42—V +2-v2 2 + 2 42— V2 +2-V2
1 2(1 — 1 2 1—y)V/2
+_arctgf( Woeo ln [(y* + )+fy+f] arctg( y)f+cz
2 y? 4 (y? +2)2 = 2(y + 1)? 2 y?

(1—y)v2
y2
_—%ln ((VEF T T2 VAWET 14 1-0) +24 V3] + I {[2VE T £+ 1-1)-

(—VE+t+1+t4+1)V2

1

—17 (14 #?)} + ~arct +C=
) R P s Iy ey

22+ (1 -Vt =2V +t+ 1+ V2V + 1t + 1 +3+f

QVEF+i+1—2t—1)VE+1

1 1
:—§ln(y2+\/§y+2+\/5)+—1n(y4+2y2—4y+2)+§arctg +C=

1
=——In
2
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1 (t+1—VE+t+1)V/2
+—arctg +C =
2 202+t +1—-2tvV2 +t+ 1
1 | [2sin2x + (1 — v/2)sinz cosz — 2sinz/1 + sinxcosx} (V2—1)
=——In
[2\/1 +sinzcosz — 2sinz — Cosx] (V2 —1)

5 +

[ﬂcos zy/1+sinzcosx + (3 + ﬁ)cos%] (V2-1)
+
{2\/1 +sinzcosz — 2sinx — cosx] (V2 -1)
1 (sina + cos — /1 +sinx cosx)v/2cos x
+oarctg —— - - -
2 2sin“x + sin x cos x + cos?x — 2sinxy/1 + sin x cos =
1. sinx+coszx++v2+sin2x 1 . sinx —cosx V2
=——1In + — | arcsin ————=—— +arctg— | +C
V2 -1
sinx — cosx

V3 2
1 1
= —iln (sinz + cosz + V2 +sin2zx) + EarcsinT +C.

+C=

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

19. Sa se arate ca urmatoarea functie are o primitiva pe IR:

—1/x?

1
e cos —, daca x # 0;
x

0, daca z = 0.
20. Sa se arate ca urmatoarele functii nu admit primitive pe IR:

f:R— R, f(x)=

x, daca z < 0;
a) frR— R, flz)=9 1 1 1 .
sin — — —cos —, daca x > 0.
r T x

cos —, daca x # 0;
x

1, daca z = 0.

b) f:R— R, f(x)=

1
cos’—, dacid x #0;
T

0, daca z = 0.

21. Sa se stabileasca formulele de recurenta pentru urmatoarele integrale:
a) In:/x"-\/aﬁ—i-bdx, rel, ar?+b>0, ne N, n>2;

¢) f: R— R, f(x)=

b) In:/x"sinaxcm, r€IR, neN; «¢) In:/x"cosaxdx, x € IR, ne N,
d) I, :/e”sin"bx, r€IR, neN; e)l, :/e‘”cosnlm, x € IR, n € IN;

d
f)[n:/( 2+I;T—|- e a#0, x€l, ar®+br+c#0, A=b"—4ac#0, n € IN;
azx T+ c)?

d
g)[n:/ i , €1, sint#0, n€ N, n>2;
sin"x
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sin™x
h) Jm’n:/ —dx, v €I, cosz #0, m,n € IN;
cos"x

d
i) Ky = /m—x, x €1, sinz, cosx #0, m,n € IN.
sin"x - cos"x
22. Sa se calculeze integralele:
arct arcsin x
a) rarcie T ~dz, z€(-11); b) e dr, = € (—1,1);

V1-— V1—2?
arctgx

arctg:v e
e)/ln :U+\/1+:c2)d:1:, z€R; f) /xQGIsinxdaj,xER.

23. Sa se calculeze integralele:
d 42 +Tx +5
a)/ix , v € IR; b)/(:r:+x+ de, €I, —1,1€¢1;

zt+1 r+1)3(x—1)
dx T°+3
C)/m, ZUE(0,00), d)/gj?’— dl‘ ZIZ'EI 0,1, 1%[,

3z -+ 3
d I —1¢1 f /7d I 01,-1¢1:
°) / (x 4+ 1) (224 1)2 o red, g1 f) 25 (2% — 1) z, vel; 0,1, -1¢1

(z +1)* dx
dr, z€ R h /7 R:
g)/(x2+2x+2)2 Tore ) zt+ 2?2 +1 ve

: (@?+z+1) ./:1:2+1
d —00, 1); d 1,00).
1)/(50—1)3(:1?2—x+1)2 z, v € (—o0,1); j) A1 z, x € (1,00)

24. Sa se calculeze integralele:
a) /sinQSx cos’vdx, € IR; D) /sin% dz, z € IR;

)/xsinx ( ) €< 7r7r>‘
¢ cosdz 1+tgx v 4°2)"

of B ae(T ) 0" aerc(nm, ar
(sin z + cos )2 4’ a+bcosz’ S
+bcosz # 0, a # —b;

T dx
g)/:cga: r, re (=55 ) @+ cosa)snz z e (0,7)
sinz cos x T T CosS T T
[ s (Y e (),
1)/sinrr:+cosx o $E< 4 2)' j) sin®z + cosdx T TE 4°2)"

dx T dx T T
0 [t ) b [t e (m)
) sin zcos3x ve 2 ) sin*z + costx Te 4’ 4

25. Sa se calculeze urmatoarele integrale binome:

) [ i 7€ 0ok b [ e Eds ve 000

dx dzx
-, € 0, 3 VIS 07 ;
O i re 0 O [l pe0
x
dr, = € IR;

77 ]" ; /7
0 | o= 7€ Lo N
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/ Va2 4+ 4dx, x € (0,00)
26. Sa se calculeze mtegralele

dzx 1+ 2
a , T € (—1,00); dr, x € (—1,5);
)/1+\/a:2+2x+2 ( )i b) \/—x2+4x+ ( )

/x e © € (@), 0 (a.h)

dz
c we(loo) d) f L we(-1,1)
)/(:U—l)\/:v2+2x—3 v (Loo) d) (:1:—2)\/1—:52 ze )
72 dz

——dz, v R 1) [ . 3 €(0,00);
9 /\/xQ—x—l—l ot ) (x +1)3V22 + 2x 7 € (0,00)

a® — 2z* dx
g) dr, x € (—a,a), a>0; h) r € IR.

/a2 — 12

r— a2+ 4
27. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

2tgx + 3 T dz s
. d ) € <__a_> ) b /—.a € <Oa_> i
a) / sin’z + 2cos2x S 272 ) costx - sin’x o 2/

2sin’z + 3cos’x Tow dx
iee (1D @ [ e
C)/ sin:r—co;a: ot 4" 4 ) 3+ cosx v € (=mm)
e)/ - x - , T € <O,E>; f) /CostOSSxCOSGxd:U, z € IR.
sinz(2 + cosx — 2sin ) 2

28. Sa se calculeze integrala: [ = /e“ sin max sin nx cos px dzx.

29. Sa se calculeze integralele:

r € (—00,0); b) /1n2(x+\/1+x2)dx, z € IR;

/\/1+e1+\/1—eff

2
¢) /:Uarctg:c-ln(l +2%)dz, x € R; d) /arcsin 1 _{5 dz, x € (1,00);
x
d
e) /ch4xd:1:, r e R, f) /m, :Ude R; g) /shax-cosbxdm, x € R.
30. Sa se calculeze integrala: [ :/ - v , T E <0, f) .
(sinz + 2cosx)? 2

§2. INTEGRALE DEFINITE

Fie f o functie definita pe un interval marginit si inchis [a,b]. Se numegte di-

viziune a intervalului [a,b] un sistem de puncte A = (xg,21,...,2, 1,2,) din [a,d]
al. a =129 < 17 < -+ < x, = b Cea mai mare dintre lungimile intervalelor
[xo, x1], [T1,22], ..., [Tn_1, Ty se numeste norma diviziunii A i se noteaza ||Al|. Pentru

un sistem de puncte intermediare & € [ri 1,7, i =1,n numarul real:

oa(f. &) = Zf &)(xi — xi1)
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se numeste suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si punctelor intermediare
517 ey 571

Functia f : [a,b] — IR se numeste integrabild Riemann sau simplu integrabila (notat
f € Rjap)) daca exista un numar real Iy cu proprietatea: Ve > 0 3n. > 0 a.i. pentru V

diviziune A = (zg, x1,...,,) a intervalului [a, b] cu ||A]| < 7. si orice puncte intermediare

ri1 <& < uwx;, it =1,n are loc inegalitatea:

|0-A(f7§) - If| <e.

Numarul real I; se numeste integrala sau integrala definita a functiei f pe intervalul [a, 0]
b
gl se noteaza / f(x) dz. Numarul I este unic determinat.

Teorema 1.2.1. Pentru o functie f : [a,b] — IR urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

i) f este integrabila;

ii) exista un numar real I a.i. oricare ar fi sirul de diviziuni A, = (2§, 27,...,2} ),
n € IN ale intervalului [a,b] cu lim [|A,|| = 0 si oricare ar fi punctele intermediare
n—oo

&€ [a7y,a7], i =1,k,, n € IN sirul sumelor Riemann {o(f,£")}, .y converge la I.
Proprietat: ale functiilor integrabile:
a) Orice functie integrabild f : [a,b] — IR este marginita.
b) Daca f : [a,b] — IR este o functie integrabila care admite primitive pe [a, b], atunci
pentru orice primitiva F' a lui f are loc egalitatea:
[ £y da = F@®) - (@),
(formula lui Leil;niz—Newton).
c) Daca f, g : [a,b] — IR sunt doua functii integrabile, iar A\, u € IR atunci Af + ug
este integrabglé si:
/()\f()+ug dx—)\/ d:r:+u/
d) Dac f : ]la,b] — IR este o functie integrabila cu f( ) > 0, Yz € [a,b] atunci
/b f(z)dx > 0.
' e) Daca f : [a,b] — IR este integrabild si m < f(z) < M, Yz € [a, b] atunci:
m(b — a) < /bf(:r:) dz < M(b— a).
f) Fie f : [a,b] = IR §iac € (a,b) a.i. restrictiile lui f la [a, ¢] si la [¢, b] sunt integrabile.
Atunci f este integrabila si
/bf()d:z:—/ dm—i—/
Si reciproc, dac [ este integrabila pe [a,b], ¢ (a b), atunci f este integrabila pe [a, ¢

si pe [c, b] si are loc relatia de mai sus.
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Teorema 1.2.2. Orice functie continua f : [a, b] — IR este integrabila.

Teorema 1.2.3. Orice functie monotona f : [a,b] — IR este integrabila.

Teorema 1.2.4. Orice functie marginita care are un numar finit de puncte de dis-
continuitate pe [a, b] este integrabila pe [a, b].

Fie f : [a,b] — IR o functie marginita si A = (xg, 21, ..., %,) o diviziune a intervalului

[a,b]. Notam cu:

m; = [inf }f(x) — marginea inferioara a multimii f([z;_1, 7;]),
TE|T;—1,T;

M; = sup f(x) — marginea superioara a multimii f([z;_1, 2;]),
TE[Ti—1,2;]

n
sa(f) =>_ mi(z; — x;_1) — suma Darboux inferioar,
i=1

Sa(f) = i M;(x; — x;_1) — suma Darboux superioara
asociate funcglizi f si diviziunii A.

Teorema 1.2.5. Functia f : [a,b] — IR este integrabild daca si numai daca [ este
marginita gi continua pe [a,b] \ A, cu m(A) = 0.

Prin definitie m(4A) = 0 < Ve > 03 un sir de intervale deschise {I,},en+ cu

oo
proprietatea ¢ A C Upsi I i Y lung (I,) < e.
n=1

Teorema 1.2.6. Fie functia f : [a,b] — IR, integrabila pe [a,b]. Atunci:

/bf(x)dx —0&3AC[ab] cum(A)=0ai f(z)=0, Yz elab\ A

Teorema 1.2.7. Fie f i [a,b] = IR o functie marginita. Atunci urméatoarele afirmatii
sunt echivalente:

i) pentru orice ¢ > 0 37, > 0 ad. Sa(f) — sa(f) < e, oricare ar fi diviziunea A a
intervalului [a, b] cu |A] < n.;

ii) functia f este integrabila.

Teorema 1.2.8 (Teorema de medie). Daca f : [a,b] — IR este o functie continua

atunci 3¢ € [a, b] a.d.
1 b
— [ f@)ds = f(©).

Teorema 1.2.9 (Teorema de existentd a primitivelor unei functii continue). Pentru
orice functie continua f : [a,b] — IR functia F' : [a,b] — IR definitd prin:
Flz) = / F(8)dt, Va € [a,b)
este o primitiva a lui f cz:re se anuleaza in punctul a.
Teorema 1.2.10 (Formula de integrare prin parti). Daca f, ¢ : [a,b] — IR sunt doua

functii derivabile cu derivate continue atunci:
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[ 1@ ) dr = )o@~ [ 7)ot
Teorema 1.2.11 (Prima formuli de schimbare de variabila). Fie [a,b] 5 J LR (J
interval din IR) doua functii cu proprietatile:
i) f este continua pe J;
ii) ¢ este derivabila cu derivata continua pe [a, b].
Atunci: / " Fot)) - (1) dt = /w “:(;’) f(z) dz.
Teorema 1.2.12 (A doua formula de schimbare de variabild). Daca [a,b] 5 [c, d] EN
— IR sunt doua functii cu proprietatile:
i) f este continui pe [c, d];
ii) o este bijectiva, ¢ si ¢! sunt derivabile cu derivate continue
atunci: /abf(go(t)) dt = /g:j) f(@) - (™Y (x) da.
Aplicatii ale integralei definite
Fie f : [a,b] = IR;. Notam cu I'y multimea:
Ty={(z,y) e R* a<z<b 0<y< f(z)}
numita subgraficul lui f.
Teorema 1.2.13. Daca f : [a,b] — IR, este o functie continua atunci:

b
i) T'y are arie i ii) aria([y) = /a f(z) dx.

Daca f : [a,b] — IR este continua atunci aria (I'y) = /b |f(z)] dz.

Aria domeniului marginit de graficele functiilor continaue y= fi(z), y= faolx),
z € [a,b], (fo(z) > fi(x)) si de dreptele de ecuatii z = a, x = b este egala cu:

5= ["(hie) - fil)) d.
Teorema 1.2.14. Daca f : [a,b] — IR, este o functie continua, atunci:
i) corpul de rotatie determinat de f, adica multimea:
Cr={(r,y,2) € R* Vy2+22< f(z), a <z <b}

(corpul obtinut prin rotirea subgraficului functiei f in jurul axei Oz) are volum si

i) V = vol (C)) = 7r/b £2(z) dz.

Teorema 1.2.15. Dgcé functia f : [a,b] — IR este derivabild, cu derivata continua,
atunci:

i) graficul lui f are lungime finita si

i) 1(f) = /:\/1 +(f'(x))? da.
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Teorema 1.2.16. Daca f : [a,b] — IR, este o functie derivabila cu derivata continua,
atunci:
i) suprafata de rotatie determinata de f are arie si
b
i) () =27 [ () 1+ (@) d.
Daca A este o placa plana care se identifica cu o multime de forma:
Trg={(x,y) e R* a<z<b, f(z)<y<g(x)}
unde f, g : [a,b] — IR sunt functii continue, atunci centrul de greutate al lui A este
punctul G(zg,ye) ale carui coordonate sunt:
b b
[ #lg(@) = f(@)] da L[ 162 @) = f@)] de
rg = b v Yo = ab .
[ To@) = fl))ds [ low) = f)]do

Calculul aproximativ al integral%lor definite

Metoda dreptunghiurilor. Fie f : [a,b] — IR o functie derivabila pe [a,b] cu derivata

continud gi A o diviziune a intervalului [a, b] in n intervale egale prin punctele z; =

=a-+1h, h= b;a, ¢ = 0,n. Atunci:
b
[ F@) do = hf(@) + F(@1) + - F(2a-1)] + Fua),
si |Rn(2)] < M unde M, = 81[1pb}|f'(x)\.

Metoda trapezelor. Daca f : [a,b] — IR are derivata f” continua si A este o diviziune

a intervalului [a, b] definita ca mai sus, atunci:
b h—
[ @y de = T2 (@) + )+ 20 @)+ 4 Flaa )]} + Rala),

iu?(b a)g "
< - My = f .
12n2 » ? ISEL[IaI,)b} | (x)|

Formula lui Simpson. Fie f : [a,b] — IR avand derivata de ordinul al patrulea

unde |R,(z)]

continua si A diviziunea intervalului [a,b] in 2n intervale partiale egale prin punctele

h—
a’ i =0,2n. Atunci:

2n
[ F@yde = 28 () + 50+ AT (0 + Fas) + o+ f)+

+2[f(22) + fa) + -+ + f(220-2)]} + Rn(2),

M3(b — Cl)5
Ms(b—a)” _ 4) ()],
sot s xsel[lal,)b}|f (2)]

xi=a+th, h=

unde |R,(z)| <
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PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se arate, cu ajutorul definitiei, ca functia f(z) = sin x este integrabila pe orice
interval [a,b] C IR si:
bsin:cd:r = cosa — cos b.
Rezolvare. Fie A = (a =2y < <+ <xy=">0) o diviziune a intervalului [a, b] si
fie & € [x;_1,2;], 1 = 1, n puncte intermediare arbitrare.

Aplicand teorema cregterilor finite (Lagrange) functiei g(x) = — cosx pe fiecare in-

terval [x; 1,z;], i = 1,n obtinem punctele ¢; € (z; 1, ;) a..:

—cosx; + cosx_ = (x; — x4_1) - sineg, i =1,n.

Conform acestor egalitati putem scrle

oa(f, &) = Z(a:l —x;q1)-sin§ = Z(:cz —x; 1) sin cH—Z i —x;1)(sin& —sin¢) =

i=1 =1 =1

n n
= Z[— cosx; + cosz; 1] + Z —x; 1)(sin§; — sin¢;) = cosa — cos b+
i=1 1=1

+Z i — Ti1) - (sin& — sing;).
Sa aplicam in contlnuare teorema lui Lagrange functiei f(x) = sinx pe intervalul
&, ¢;] sau [¢;, &;]. Rezulta ca 3 un punct n; € (&, ¢;) ad.:
sin&; — sin¢; = (& — ¢;) - cosm;,
de unde obtinem:

[sin&; —sinc| < |& — il [eosmi| <& — o < JA[], i=T,n
Deci: ‘Z(fl?z — 2,1 - (sin& — sin cz)‘ <A (z; — zi1) = (b—a)||A]l.

Reveninld:lla suma Riemann oa(f, &), deducemn:
loa(f, &) —cosa+cosb| < (b—a)|lAll
Pentru ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat, alegem 7. a.i. 0 < 7. < (bfia)' Atunci,
pentru orice diviziune A cu [|A| < 7. si pentru orice puncte intermediare &; are loc

inegalitatea:

loa(f, &) — (cosa — cosb)| < e.
b
Aceasta arata ca functia f(z) = sinz este integrabila pe [a, b] si / sinx dr =
= cosa — cos b.

2. Sa se arate ca functia f : [a,b] — IR,
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1, daca x este rational,
flz) = ) o
—1, daca x este irational
nu este integrabila.

Rezolvare. Fie A = (2, z1,...,z,) o diviziune a intervalului [0, 1] si fie &, &' €
€ [z;_1,7;], i = 1,n doud sisteme de puncte intermediare alese a.i. &l € Q si &/ € R\ Q,
i =Ton Atunci (€)= 1si F(€0) = —1, i = T, iar oa(f,€) = (b—a) §i oa(f.€") =
= —(b — a). Deoarece oa(f,&') — (b—a) # —(b—a) + oa(f,&") pentru ||A|| — 0

rezulta ca limita sumelor integrale depinde de alegerea punctelor &;, deci functia f nu este

integrabila pe [a, b].
3. Folosind Teorema 1.2.1 si Teorema 1.2.2 sa se calculeze integrala:
I = /W/Q cos x dz.
Rezolvare. Deoarege functia f(z) = cosz este continua pe intervalul [0, 7/2] rezulta

ca ea este integrabila pe [0,7/2]. Pentru a calcula integrala I vom considera girul de

T T nmw T
diviziuni A, = (zf, 2%, 2%,---,20), xp = 0, 2} = o Ty = E,---;ﬂ?z =5 " 3 si
punctele £ =z, ¢ = 1,n. Atunci:

T & i T T 27
o ") = ) (x] —xl ) = — cos—:—{cos—+cos—+---—|—
n—1r nm r  sin T .cos EUT s n+ 1)
+cos!+cos— = —. 4 in__ — /9_4n -cos( ) )
2n 2n 2n smﬁ smﬁ 4n

w/2
C o o — _
Rezulta ca nh_)rrgoaA(f,f )=1, deci I = /0 cosxdr = 1.
4. Sa se studieze existenta primitivelor, precum si proprietatea de integrabilitate

pentru urmatoarele functii:

a) f1[-L1] > R . dacd @ € [=1,1]\ {0};

1
CRE
0, daca x =0.
—1, daca x € [-1,0);
b) f:[-1,1] = R, f(x)= 0, daca =z =0;
1, daa x € (0,1].
o]
o]

1 2 1

2z sinﬁ — o8, daca z € [-1,1]\ {0};

0, daca z = 0.

c) [:[-1,1] = IR,

tgx . '
d) f:[-1,1] > R, —— dacid z € [-1 1]\ {0}

1, daca z=0.

Rezolvare. a) Daca functia f ar admite primitive, atunci acestea ar avea forma:
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P(a) _{ In|z| +¢1, dacd z € [—1,1]\ {0};
Co, daca z = 0.
Deoarece ;1_1’)% F(z) = —oo rezulta ca F nu este continua in x = 0, deci F' nu poate fi
primitiva pentru functia f.

In plus, deoarece f este nemarginita pe [—1, 1] rezultd ca nu este integrabila pe acest
interval.

b) Deoarece functia f nu are proprietatea lui Darboux (A nici un punct in care f
ia valoarea 1/2) rezulta ca f nu admite primitive, (o functie care admite primitive are
proprietatea lui Darboux).

Functia f este integrabila pe [—1,0], deoarece f difera de functia g : [-1,0] — IR,
g(z) = —1 doar in punctul x = 0. De asemenea ea este integrabila pe intervalul [0, 1],
deoarece f(z) = h(x), Yz € (0,1], unde h : [0,1] — IR, h(z) = 1. Deci functia f este
integrabila pe intervalul [—1, 1] si:

/1 f(:r:)dxz/o(—l)dx+/11dx: t1=0,
c) Funcgia_}’ admite prirﬁiltive: '
Flz) = z? sin% + ¢, dacd x € [—1,1]\ {0},
C1, daca z =0,
(F este derivabila i F'(z) = f(z), Vz € (—1,1)), dar deoarece f este nemarginita rezulta

ca nu este integrabila.

d) Functia f fiind continua pe [—1, 1] rezulta ca ea admite primitive si este integrabild
pe acest interval.

5. Sa se specifice (cu ajutorul diagramelor) relatiile care exista intre diverse clase de
functii definite pe un interval [a, b] (functii integrabile, monotone, continue, marginite, cu
primitive, cu proprietatea lui Darboux).

Rezolvare. Obtinem schema din Figura 1.2.1.

Prezentam in continuare cateva functii cu diverse proprietati, numerotate ca in Figura

1.2.1:
.1 1 y
, 2z sin — — cos —, daca x € (0,1],
1. Functia f:[0,1] — R, f(x) x x

0, daca x =10

1
2 y
. o x°sin — 4 ¢, daca x € (0,1];
admite primitive F(z) = z " (0, 1};
c1, daca xz = 0.
In plus f este integrabild (este mirginitd cu un singur punct 2 = 0 de discontinuitate).

Evident f nu este continua pe [0, 1] (A li_r)l’(l] f(z)) i nu este nici monotona.
x
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functii monotone functii cu primitive
functii integrabile functii cu propr. Darboux

functii continue
(= functii uniform cont.

pe [a,b])

Lfunctii marginite
Figura 1.2.1

COSQ§, dacd z € (0,1],

0, daca z =20
este integrabila (este continud pe (0, 1]), are proprietatea lui Darboux (se arata asemanator
cu {[20], Capitolul 4, Problema 5}), dar nu admite primitive (vezi {Capitolul 1, §1,
Problema 20, ¢)}).

3. (Exemplu dat de D. Pompeiu) Sa consideram functia:

helab] = R, hz) =Y -

on

2. Functia f:[0,1] = R, f(z)=

(. —ry)Y3, x€a,b], a<b,
n=1
unde {r,} este sirul numerelor rationale din intervalul [a, b]. Seria din membrul drept este

o serie convergenta pe [a, b], deoarece:

_N\1/3
i(x — )3 < M,
2n AL

iar seria geometrica 21 o este convergenta.
n—=
Functia h este continua (vezi {Capitolul 2, §2}) si monotona (strict crescatoare) pe

[a, b], deci este bijectiva. Rezulta cda Ih ' = g continua si strict crescitoare pe [h(a), h(b)].

Atunci functia f = ¢’ este o functie marginita, care evident admite primitive si care
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nu este integrabila pe nici un subinterval compact C [h(a), h(b)], (se arata ca functia
9'ie,a, [, d] C [h(a), h(D)] este discontinua pe o multime de masura # 0; se utilizeaza de
asemenea Teorema 1.2.5).

4. Functia f : [0,1] — IR, f(x) = fi(z) + fa(z), unde f; este functia de la punctul
2., iar fy este functia f de la punctul 3., (cu [h(a),h(b)] = [0,1]) are proprietatea lui
Darboux, nu admite primitive, nu este integrabila, dar este marginita.

. 2xsini—gcosi, daca = € [-1,1]\ {0},
5. Functia f : [-1,1] = R, f(z)= x?  x a2
0, daca =0

admite primitive (vezi Problema 4, ¢)), este nemarginita, deci nu este integrabila.

6. Fie functia f: [0,1] = R, f(z) = fi(z) + fo(z), unde:

1 v 1 2 1
cos —, daca x € (0,1], 2rcos — + —sin —, daca z € (0,1],
filz)= 17 i faolz)= ¥ x
2 daca = =0, 0, daca z = 0.

Functia f nu admite primitive (f; nu admite primitive, vezi {Capitolul 1, §1, Problema 20,
c)}), este nemarginita (f; este marginita, fo nemarginita), deci f nu este integrabila. Dar
f are proprietatea lui Darboux. Intr-adevir, fie a, b € 0,1], a < bsi A€ (f(a), f(D)).
Consideram cazul a = 0, (pentru a > 0 evident f;, fy sunt continue pe [a, 1], deci fi + fo

este continua si f are proprietatea lui Darboux). Presupunem ca f(0) = 5 < f(b), deci

% < A < f(b). Deoarece f este nemarginita pe (0, b) rezulta ca 3a’ € (0,0) ai. f(a’) > A
Cum f este continud pe [a,b] rezulta ca ¢ € (d',b) ad. f(c) = A. Analog se trateaza
cazul f(0) > f(b).

7. Functia f : [-1,1] = IR, f(z) = x este continud, deci admite primitive gi este
integrabili pe [—1,1]. In plus f este monotona.

8. Functia f:[-1,1] = IR, f(x) = 2° este continud, dar nu este monotona.

9. Functia f : [-1,1] = R, f(z) = { 0, dacd & €[-1,0]

1, daca z € (0,1]

cdtoare), dar nu are proprietatea lui Darboux.
1, daca z € [-1,1]\ {0},
0, daca z =20
e [—1,1], dar nu este monotona si nu are proprietatea lui Darboux.
1, daca z €[-1,1]NQ,
-1, daca z € [-1,1]N(R\ Q)
integrabila (vezi Problema 2), nu are proprietatea lui Darboux (nu se anuleaza nicaieri pe

este monotona (cres-

10. Functia f: [-1,1] = R, f(z)= { este integrabila

nu este

11. Functia f : [-1,1] = R, f(x) = {

intervalul [—1, 1]), dar este o functie marginita.
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1
. ——, daca z €[0,1), o
12. Functia f:[0,1] = R, f(z)=¢ z—1 este nemarginita pe

1 daca z =1
intervalul [0, 1] §i nu are proprietatea lui Darboux.

I

6. Sa se arate ca degi functiile:
1, daca z€[-1,1]NQ,

fi:[-1,1] = R, fi(z)= { —1, daci z € [-1,1]n (R\ Q)

| n ] 1, daca z € [-1,1]NQ,
si f2 : [ 1,1] — R; f2(37) - { 1’ daca z € [_1,1] N (B\Q)

nu sunt integrabile pe intervalul [—1, 1], totusi functiile f; + f5 si fi - fo sunt integrabile
pe [—1,1].

Rezolvare. Conform Problemei 2, f; si fo nu sunt integrabile, dar evident functiile

fl +f2a fl : f2 : [_171] — IR, (fl +f2)(‘r) =0, (fl ’ fQ)(l‘) =-1, Vz € [_171] sunt
integrabile pe [—1, 1].

7. Sa se arate ca functiile de mai jos sunt integrabile si sa se calculeze integralele

acestora:

a) /02 e’ f(x)dr, unde f:[0,2] = R, f(zr)=max{l,2%}, = €][0,2].

b) /Olf(a:) dz, unde f:[0,1] = R, f(z) = E[2],

unde Ely] inseamna partea intreagi a numarului y, (notatd uneori mai simplu cu [y]).

™ T

—53 — [=1,1], f(x) = max {sinz, sin®z}.

c) /ﬂ/2 f(z)sinx dz, unde f :

—m/2

d) /11f(x)dx, unde f:[-1,1] = R, f(x)zmax{(%)x,?}.

1, daca z €]0,1],

Rezolvare. a) Avem f(x) =
2%, daca z € [1,2].

Deci f(x) - e® =

e”, dacid z €]0,1], _ . _ .
care este integrabila pe [0, 2], fiind o functie
x

2e?, dacd x € [1,2],
continua. Obtinem:
1 2
I:/ exdx—l—/ r?e’ dr = e”
0 1

2
1

1 212 2 T 2 12
0—1—:1:61—2/ rvefdr =e— 14 4e* — e — 2xe 1—1—
1

4+2e®| =4e?2 — 1 —4e? + 2e + 2e? — 2e = 2% — 1.

b) Avem:
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0, dacd z€10,1/32);

1, daca z €[1/32,2/32);

2, daca z €[2/32,3/32);

k—1, daca z € [(k—1)/32,k/32);

31, dacd x € [31/32,1);
32, daca z=1.

\

k—1 k
Functia f este integrabila pe fiecare interval <T’§> , k = 0,32, deci f este

integrabila pe intervalul [0, 1] si

1 1/32 2/32 k/32 1
/f(x)dx:/ Ode+ [ 1lde+- +/ (k—1)dz+--+ [ 3lde=
0 0 1/32 k—1)/32 31/32
31

1(1+2+ -+ 31) =
32 27

. . . . . m
¢) Deoarece sin®z > sinz < sinaz(sinz — 1) > 0 & sinx < 0, Va € [—5,0} si

sin®z <sinz, Vz €

0, g} rezulta:

0 /2 0 1— 21)2 /21 — 2
I:/ sin4xdx+/ sinQ:r:dx:/ Mdm—l—/ ﬂdmz
—7/2 0 —7/2 4 0

01— 2cos2z + cos?2x LT 1s' o [ _ T 1s' 5 1 /0 (1t
= r+ — ——sin2x| = = — — —sin2x =
—m/2 4 4 4 0 8 4 / 8 —m/2
T m™ m™ w 1 0 m
dr)de + > = =~ +— + = 4 —sin4 =
+ cos 4x) x+4 8+4+16+328m T = g
27" daca x € |[—1,0), .
d) Deoarece f(z) = 7€l ) rezulta:
27 dacd x € [0, 1],
1 1 1 1 2
I_/Qxd /2% __ Lo o e (1) —(2-1) = —.
v T T +ln2 0T T2 AR =
8. Sa se calculeze cu ajutorul integralelor definite limitele urmatoarelor siruri:
1 1 1
Sp=——+——+--+—, neN".
a) n 1 + S +-- ™ n
1 1 2
b) S, = — J1+ +J1+ dob 142, ne Nt
n n n

2n 2n
9n? 9n? 9n?
o+ ot T oy By
Rezolvare. a) Scriem pe S, sub forma:

2m —1
c) S, = 1+ coS — + c0S — + - —i—(:osu , n€ N
2n 2n

d)Snzl[ ],nEﬂV*.
n
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5_1 e —
" 1+ 142 1+2)

Consideram functia f : [0,1] — R, f(z)=

si pentru n > 1 formam diviziunea:

. ) 1+
n
An:<xg:0<x1:—<x2:—<---<xn:—:1>
. n n n
de norma ||A,|| = —, iar in fiecare interval [z;_q, x;] alegem punctul intermediar &; e
, n

? .
=z, =—, t=1,n.
n
Atunci se observa ca termenul general al sirului din enunt, este chiar suma Riemann

asociata functiei f diviziunii A,, si punctelor intermediare &;:
"1 i i—1 "1
i — - —_ — — S .
£ =L fE e ) =X s (- ) =Sy =
Functia f este continua, deci integrabila. Rezulta ca:
) 1 1 dx 1
JLIEOSn:/(] f(:v)dxz/o pe zln(x+1)‘0:1n2.
b) Consideram functia f : [0,1] — R, f(xz) = /1 + x continua pe [0, 1], deci inte-

grabila pe intervalul [0, 1]. Atunci se observa ca S, = oa, (f,§), deci

1 > 2 2
lim Sn:/ \/1+xdx:§(1+x)3/2‘;:§ 23/2 _ (2\/5—1)
n—oo 0

0, g} — IR, f(x)=cosx i d1v121unea:

c¢) Consideram functia f :

A;l:<x020<1:1:21<---<xn:@>

n 2n,
de norma ||Al| = 21, iar in fiecare interval [z;_1, z;] alegem punctul intermediar & =
n
 — 1
=i = u, ¢ = 1,n. Atunci:
2n . . 1)
s i— 1)
S - ! i— i-1) — 5
=oa (f,€) ; ziq1)(z; — xiq) 2”;(:08 5
: - o . /2 w2
Functia f fiind integrabila rezulta ca lim S, = / cos dr = sinx =1.
n—oo 0 0
d) Avem:
S, =1 R - 71
L= — 5 St -1
1
Consideram functia f : [0,1] = R, f(z) = et diviziunea:
x
1 2
An:<x0:0<x1:—<x2:—<---<xn:E:1>
n3. ) n n
si punctele intermediare & = 23 , i = 1,n. Se verifica usor ca & € (x;_y, ;) si
n
Sn = 0a, (f,€). Functia considerata fiind integrabila pe [0, 1] rezulta:

lim S, L dx . ; I
im —/0x2+1—arch0——.

n—oo 4
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9. Sa se calculeze o primitiva pentru functiile:
a) f: {0, g} — R, f(z)=sin"z.
b) f:[L2] > R, f(z)=/(z—1)2-2).

Rezolvare. a) Functia f este continua pe intervalul [0, 7/2], deci o primitiva a sa

este functia:

F(z) = /x f(t)dt = /m sin’t dt = /m sint-(1—cos’t)?dt = — /x(cos t)' - (1 —2cos’t+
0 0 0 0

+cost) dt = <— cost + gcos3t — 1cos575> ' = —cosT + 2cos3x ——cos’T+ 11—+ ==
3 5 0 3 5 3 5
n 2 1 n 8
= —cosz + —cos’r — —cos’z + —
3 5 15
b) Functia f este continua pe intervalul [1,2] deci o primitiva a sa este functia:
F(a:):/ 1) dt = /\/t—l )(2— 1) dt.
1
t—1 2y% + 1 2
Facem schimbarea de variabila | —— = y. Rezulta t = &, iar dt = 7ydy.
2—t y?+1 (y2+1)2
-1 no
Pentru ¢ = 1 rezulta y = 0, iar pentru ¢t = x avem y = v o Yo. Obtinem:
—x
Yo 2 1 Yo
P = ["y(2- 2 - / -
0 y?+1 ) (y? + 1)? (y? + 1
1 rvo 1 ' 1Y Yo 1 y01—|—y —y Y Yo
:__/ ﬁ ydy=—o 5 1 +_/ 212 YT 50012
2 y+U 22 +1)%0 2 (y+U 2(y% +1)%lo

/yo y Yo
0 2 y+1 4(y?2 +1)lo

Yo 1 rvo 1 ’d
2/ y+1 Z/ Y2 +1 yy__%w )2

Yo 1 1 r—1
1 —1
4(2x—3)\/(x—1)(2—x)+Zarctg %

Integrala F'(x / \/(t —=1)(2 = t)dt o mai putem calcula facand schimbarea de

variabild t = 1 + sin?y, (t € [1,z], iar z € [1,2]), y € [0, 7/2]. Rezulta dt =
= 2sinycosydy = sin2ydy. Pentru ¢t = 1 rezulta y = 0, iar pentru ¢ = z avem
sin?y = x — 1, deci y = arcsiny/z — 1 ot y1. Rezulta:
F(z) = /0y1 sin y cos y sin 2y dy = %/Oyl sin?2y dy = i/yl(l — cosdy) dy =
1

1 1 1 1

= 1 arcsin vz — 1—1—6sin4 = - arcsm VT — 1_§ sin 2y cos Qy‘ = Z arcsin v — 1—
1 1

-2 siny cosy(1 — 2sin2y)‘0 =1 arcsin vz — 1 — Z\m —1-y/1—=(z—-1)(1—-22+42) =

= %arcsin\/:c -1- 2(3 - Qx)\/(:c - 1)(2—2x).

10. Sa se calculeze:
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4 1 dr 1 dx 4 dz
/2 9d;,b/7; /7:d/—:
a%éx v 9dn b | e ©) 0 24z ) > 5+ 4z — 22’
5m/4 in?2 /2 m
e)/ %dx; f)/ sin’z - cos’x du; g)/ (zsinz)? dx;
m 0 0

sinz + costx

/2 dx L[ dx L [1VB dx
S _—
0 3+4+2cosz o 1+ acos’x 0 (222 4+ 1)vVa? + 1
Rezolvare. a) Facem schimbarea de variabila 22 +9 = ¢t = 2z dx = dt, iar pentru
x=U=>t—9 :E—4=>7f—25 Obtinem:
1 22 1 98
\f dt = :

- = —(125-27) ==
2 3/2lo 5(125-27)

dt
b) Facem schimbarea de variabila e* = t = dz = - Pentru z = 0 = ¢t = 1,
r =1=1t=e. Rezulta:
7 /6 dt /6 dt ; 7r
= | —— =] —— =arctge — —.
1 t(t+%) 1 t2+1 & 4
¢) Notam /z = t. Rezulta x = t?, dx = 2tdt. Pentruz =0=t=0,z =1=1t=1.
Obtinem:
1 1 3
1—/ —dt—zt\ —4lnt+2|| =24,
0 0 2

5— t? —12¢
d) Notam RN , dv = ————dt. Pentru x =2 =t =1, iar
1+x 2 +1 (2 +1)2

1
pentru x =4 =t = —. Deci:

V5
1/v/5 1 —12t 1 2 1 s 1
T:/ : dt:/ —— dt = 2arctgt = — — 2arctg —.
o1+ Es) (#41)7 V5 241 ‘1/\/5 2 V5

5m/4 sin 2x 5m/4 sin 2z
e) I = a4 = 3 5o T3, 0T =
= sin“z + costz x  (sin“z + cos?x)? — gsin”2x

5t/4 sin 2% 5t/4 (cos 2x)’ 5t/4 (cos 2z)'
7 1—§s1n2:1: 7 2 —1+4 cos?2z 7 1 + cos?2z

5m/4 T
= —arctg (cos 2:3)‘ = —arctg0 + arctgl = T

/2 /2
f) I = / sinz - cos?r dr = / sinz - cos’x (1 —cos’z) do = —/ (cos )’ (cos®z—
0 0 0

') d cosx [7/2 N cosr |7 1 1 2
—cos’z) dr = — =—-——-=
3 o 5 [] 3 5 15
T 1 3w 1 T 3
g) I = / (zsinz)?*dz = = [ 2*(1 — cos 2x) dx SN 2% (sin 22)" dx = T
0 2 6lo 4Jo 6
1 © 1 [ S 31 1
—Zx: sin 2x‘0+§/0 zsin 2z dx = %_Z/o z(cos2x) dx = %—Z:E oS 2x|g+§ sin 2z[5 =
™ o
=57

2
142

h) Notam tgg =t = x = 2arctgt, dr = dt. Pentru z = 0 = ¢t = 0, iar
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pentru r = — :> t = 1. Rezulta:

2 L2 1
= . dt = —— dt = —=arct = —arctg —.
/3+2;+g 112 0 215 f gf VAR
i) Daca a = 0 atunci I = 27. Presupunem ca a # 0. Atunci:

_ / /27T dx
1 —i— a (:os2 Jr 14 acos’x

-~

Iy

Pentru I; facem schlmbarea de variabila z — g =y = dr =dy. Deci I, =

/2 dy . N 3
= ——————. Pentru I, facem schimbarea de variabila x — — = y = dz = dy.
—r/2 1 + asin®y 2

. w/2 dy .
Deci I, :/ ————. Rezulta:
—x/2 1 + asin”y

w/2 d w/2—¢ d
I = 2/ 7x2 = 2 lim 7x
—r/2 1 +asin“x "HS —r/2+e 1 + asin’x
w/2—¢ dxz

Pentru integrala I, = / —— facem schimbarea de variabila tgz =t =
—r/2+¢ 1 + asin“x

x = arctgt, dx = t . Deci:

/tg 7r/2 £) dt _ /‘tg(ﬂ'/25) dt _

ho= (—m/2+e) 1 + a1+t2 142 igee (a+1)2+1

1 tg(m/2—¢) 2 T

va+ larctgtva+1 arct <\/a—|—1t (—— ))
T a+t1 & —tg(n/2—¢) \/a—l—l & &\2
4 27
Rezulta I = hrn (arct (va +1t (— — 5))) = .
va+1e & & \/a +1
_ t2 _ 2

j) Notam vz2 +1 = x + ¢; rezulta z = 57 dr = 572 dt Pentru z = 0 =

1 1
t =1, iar pentru x = —= = t = —. Obtinem:

V3 V3
_/1/‘[ (t2+1)d :/1 2t(12 + 1) dt
I L b1 s B
:/1 20(12 + 1) dt _/1 (t2)" dt

3B+ 1) 1) Jyva [(2)2 4 1]
11. Sa se calculeze

V3 (1 =202 44+ 22) (212 + 1 — 12)

1 1
= arctg 1 — arctg 3 = arctg —.

= arctg tg‘l
2

1/V3

w/2
/ |x2—a\+30 a € (4,25); b)/ﬂ |sinz — cos x| dz;

c ——— a> -1
) /1 Tt + a:r:Q’
Rezolvare. a) Pentru 2 < z < \/a avem |z? — a| = a — 22, iar pentru Ja < x <5

avem |22 — a|] = 2% — a. Deci:
Vva

Tz —+va+ 30

T+ +va+ 30

I /\/a dx +/5 dx 1 1
= _— _— = — n
2 —x2+a+30 va x?—a+ 30 2v/a + 30
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° I, Va-VaF30 2+va+30,

1 x
+ arct =
V30 —a PRI —al, Tovar 30 et Jat30 2— varo
1 5v30 —a — y/a( 30—a
arctg Ve = arctg
V30 —a 30 —a+5y/a

1 5
+—F— | arctg —— —
\/30—a<r .30 —a V30 —a

N 1 ln(\/E+\/a+30)(\/a+30—2)
2v/a + 30 (\/a+30—\/5)(\/a+30/+ 2) /
i ﬂg(sinx—cosx)dmz

/2
b)I:/ \sinx—cosx\dmz/ (cosx—sinx)dx+/
0 0 w/4

m/4 m/2
= (sinz + cos ) 0/ + (—cosz — sin:r:)‘ ;4 =22 2.
} _ 3 d 13 1 1 26 ,
c)gDacada = 0 atunci [ = e v 8_1+§ =31 Daca a € (—1,0) atunci
I = / S Descompunem fractia de sub semnul integrala in fractii simple
1 2%(2? + a)
1 A B C

D
-
+x2+x—\/—_a+x+\/—_a

12(z2+a) ®
Ax® + Aax + Baz? +aB + C2® + /—aC2? + D2 — Dy/—az? =1 = A+ C + D = 0,

B+Cy—-a—Dy/—-a=0, Aa=0, Ba=1.
1 1
Obti A=0, B=-, C=———+—, D= . Deci:
st ’ a’ 2a\/——a’ 2a\/—_a et
1 3 dx ik
Caz )

1 r3dx
I:a/lﬁ_zw——a = v=a 2a\/—_a :I:+\/—_a
1 lnx—\/—_agz_i_i_l_ 1 1n(za—\/—_a_1+\/—_a>:3_
20v/—a |z ++/—a||, 3a a 2av/—a 3+v—a 1—+/—a 3a
1 1n3+2\/——a+a
2a\/—a 3 —-2v/—a+a . )
X

Daca a € (0,00) atunci / :/ — 5 - Avem:
1 22(2% 4 a)
1 A B C D
A & Az(2* +a)+ B(@® +a)+C2* + D> =1 =
?(x?24+a) = 22 2?+4a
1 1
A+C =0, B+D=0, Aa=0, Ba=1. Rezulta A=C=0, B=—-, D= ——. Deci
a a
Il3dx1/3dx 11 1 . ’ 1+1 .
e =——-—] — arc — 4= arctg ——
ali x? a1x2+a a x| a/a g\/_ 3 a\/_ g\/_

1 2 2[

—arct = arc
& Va 3a a\/_ g
12. Fara a calcula mtegralele sa se demonstreze urmatoarele inegalitati:

)\/_</ Va2 + 1dz < V1T, b)0</ /Qxln(l—xQ)dxgilng;

™ gsin®ax

In(1+2)d / dr: d / e , .
c)/ln( +x)x>11+xx )0 T $<2 a€clR
) Functia f : R — IR, f(z) = V2?2 +1 este strict descrescitoare

Rezolvare.
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pe ' (f'(z) = QE;T? <0, ¥z € (—00,0)). Deci f(=3) < VaZTT < f(-4),
Vze|[—4,-3]. Deoarece f(=3) =10, f(—4) =17, rezulti:

-3
V10(—3 + 4) </ Va2 +1de < V17(=3 +4) , deci\/ﬁg/ Va2 + 1dz < V1T.
—4
b) Considerdm functia f: (=1,0] = R, f(z) = xIn(1 — z?). Deoarece:

2
fi(a) =In(1 - 2?) — 227 :5_1 <0, Yz € (~1,0),

=In(1—2%) +

1 — 2 z?
1 1 1
rezulta ca f(0) < f(z) < f <—§> , Vz e [—5 0} Deci 0 < f(z) < —iln%. Rezulta:

1 4 0 1 4
—1—/d<:>0</ In(1—22)dr < ~1In =
2n3 71/2x I/an( x)x_4n3

¢) Vom demonstra inegalitatea:

T xr
In (1 — Vv 1.2 In (1 —— >0, V 1, 2]|.
n ( +:c)>1+x, rz€[l,2] & In(l+ux) 1+x>’ z € [1,2]

0
OS/ zln (1 —2%) dr <
~1/2

Consideram functia f: (=1,00) = R, f(z)=In(1+42z)— % Deoarece f'(z) =
T
1 1 x

= e S e O Ve > O f(0) = 0 deducem ci f(x) > £(0) =

Vz > 0. Rezulta ca: In(1 + z) > %, Vz € [1,2]. Integrand pe intervalul [1,2]
x

obtinem inegalitatea din enunt,.

.2
T sin” ax T
d) Avem 7 ST Ve 0,7

Integrand inegalitatea de mai sus obtinem

7 g sin? az m 1 1
7d</ dz = = In(1 + 22)|" = = In(1 + 72) <
/0 Srdas [ 1+x2 v =5 Mn(1+a%)[f = 5 In(l +7)

13. Sa se a/rate C(é: )
/2 6in (z + a T
—————~dx = —cos(a—0b)+sin(a—b)In|ctgbd|.
/0 sin (z + b) 2 ( ) ( ) In letgd
Rezolvare. Avem:
I /W/2 sin:ccosa—i—cos:csinad /”/4 sin z cos @ + cos x sin a
= r =
0 0

o]

T+

sin x cos b + cos z sin b sin x cos b + cos z sin b

/7f/2 sinx cosa -+ cosrsina
Vs

/4 sinxcosb + cosxsinb

A « . o . . [ .
Facand in a doua integrala de mai sus schimbarea de variabila 5 x = y obtinem:

/“/4 sin x cos a + cos x sin a p /“/4 cosacosy + sinasiny
0

sinx cosb + cosxsin b cosbcosy + sinbsiny
/7’/4 cosatgr +sina /”/4 sinatgy + cosa
= x
o cosbtgx +sinb o sinbtgy+cosb

~

11 12

Pentru I notam tgx =y = x = arctgy, dr =

7 _/1 ycosa + sina
"7 Jo (124 1)(ycos b+ sin b)
Descompunem fractia de sub semnul integrala de mai sus:

T Deci:
Y
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ycosa+ sina _Ay+B C

= =
(y2+1)(ycosb+sinb)  y>+1  ycosb+sinb
(Ay + B)(ycosb+sinb) + C(y* + 1) = ycosa + sina &

Ay?cosb+ Aysinb + Bycosb+ Bsinb+ Cy? + C = ycosa + sina =

Acosb+C =0, Asinb+ Bcosb=-cosa, Bsinb+ C =sina.
Rezultd A =sin(b—a), B =cos(b—a), C = —cosbsin(b— a). Deci:

1 gin ( b—ay+c0s(b a) _ 1 dy
- dy — cosbsin (b — /—:
h / y?+1 y = cosbsin (b —a) 0 ycosb+sinb
1

1 1
=3 sin (b — a) In (y* + 1)‘0 + cos (b — a)arctgy‘o —sin (b —a)lIn|ycosb + sin b\‘o =

1 .
= 55 (b= o) n2 + cos (b — ) T —sin (b= ) In | LI

sin b
Procedand in mod asemanitor, obtinem pentru I, (tgy = 2):
1 s —b -b 1 d
]2:/ sin (@ — b)z + cos (a )dz—sinb-sin(a—b)/.—zz
0 22 +1 0 zsinb+ cosb

1
= isin (a —b)In (2% + 1)‘; + cos (a — b) arctgz‘; —sin(a — b)In|zsinb + cosb\‘; =

1 .
= Ssin (= 0) In2 -+ cos (a — B) - 5 — sin (o — ) In | T80

cosb
Rezulta:
T cosb +sinb cosb
=1+, =— —b i —b)l . =
1+ b QCOS(a ) +sin (a )In sin b cosb+sinb

= gcos (@ — b) +sin (a — b) In |ctgb|.

14. Sa se calculeze integrala

/1 ln
N 1+x2 o

folosind schimbarea de variabila x = tg .

d
Rezolvare. Pentru z = tgy, dr = f = (1 +tg?p)dp; v = 0 = ¢ = 0;
cos?yp

r=1=¢p= % Rezulta:

/4

I:/ In (14 tgyp)de.
0

V/2sin (% + 90)

Folosind formula 1 + tgp = , deducem:
cos
x/4  \/2sin (T + ¢ m/4 /4
I:/ In (4 )dcp:zln\/ﬁ—l—/ lnsin(z—i—gp) dcp—/ Incospdp =
0 coS ¢ 4 0 4 0

e 7'('/4 . s 7'('/4
:—1n2+/ 1ns1n<—+g0> d(p—/ In cos ¢ dp.
8 0 / 4 0
R /4
In integrala / Insin <% + go) dy facem schimbarea de variabila % — ¢ = t, deci
0

Y= % — t. Obtinem:
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e 7'('/4 . s 71'/4 s 7'('/4
I:—1n2+/ 1ns1n<——t> dt—/ 1nc0s<pd<pz—ln2+/ In cost dt—
8 0 2 0 8 0
w/4 T
—/ Incospdy = —1In2.
0 - 8
Deci I = gln 2.
15. Sa se calculeze integralele:

/2 /2
I = / sin"xdz; J = / cos™xdxr, m € IN.
0 0
Rezolvare. Avem:

T2 et ' . m—1 /2
I = — sin™ 'z (cosx) dr = —sin™ "z cosx .
0

w/2 w/2
=(m — 1)/ sin™ 2z dx — (m — 1)/ sin”x d.
0 0

Deci J,, = (m — 1)J, o — (m — 1).J,,,, de unde rezulta relatia de recurenta:

w/2
+ (m—1) / sin™ "2z cos’x dr =
0

-1
T = 2 T,
S (2n—1)(2n—3)---3
™ n_ n_ ) .
Pentru m = 2n avem .J,, = / sin?z dr = Jo, unde
0 2n(2n —2)---4-2
71'/2 T .
Jo = / dx = —. Deci:
0 2
1-3---(2n—1) =
Jén - ta
2-4---(2n) 2
/2 2n(2n —2) -2
Pentru m = 2n + 1 avem Jy,11 = ; sin? g de = (2n :L_(lgl(%zz 0-- .3J1, unde

™2 /2 .
J = / sinzdr = —COSI“O = 1. Deci:
0

L 2:4-(n)
T 2n 1)
/2 m/2—1=Yy /2 . o .
Deoarece J, = / cos"rdr = / sin™y dy, rezulta ca:
0 0
— 1!
/2 /2 7(771 ) . f, pentru m par (> 2);
/ sin™z dr = / cos™x dr = m!! 2
0 0 (m — 1! .
——~—»  bentru m impar (> 1),
m!!

2-4---m, daca m este par, ) . 5 )
unde m!! = se numeste semifactoriala numarului

1-3---m, daca m este impar,
m, m € IN*.
Pentru m =0, Jo=J) = g
16. Folosind inegalitatile:
sin? 'z < sin®"z < sin? "'z, Va € <0, g) , neIN*

si Problema 15 sa se demonstreze ca:

lml[ @nwﬂJQ 1 m

noo [2n—DI| 2nt1 2




Integrale definite

(formula lui Wallis).
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Rezolvare. Integram sirul de inegalitati din enuntul problemei pe intervalul (0, 7/2).

Obtinem:
/2 oni1 w/2 5 w/2 on 1
/ sin? o dr < / sin®x dx < / sin®™ 1y dz.
0

0 0
Conform Problemei 15 inegalitatile de mai sus ne conduc la:

(2n)!! Cn—-1!" 7 (2n—2)N
Cnt D! S o) 2 (@nonn M
en)t 17 1 n o)t 1% 1
1) [(Zn— 1)!!] onrl 2 [(Qn— 1)!!] o’

Diferenta dintre cele doud expresii de la extremitatile relatiei (1) este:

o] G~ 3r1) = ) o) =5 o
2n—+1 . 4
2n 2n + 2

(am folosit inegalitatea

— 0, pentru n — oo,
4. 9n
<
3-5---(2n+1) 2n + 2

. Yn e IN¥).

m
Rezulta ca B este limita comuna a celor doud expresii de la extremitatile relatiei (1).

Deci: )

7 , (2n)! 1 T_ 2:2-4-4---2n-2n

— = lim : sau — = lim :
2 ot |(2n— D] 2n+1 2 n5%3.3-5-5--(2n— 1)(2n—1)(2n + 1)

Observatie. Formula lui Wallis are un interes deosebit din punct de vedere istoric, ea

fiind prima reprezentare a numarului 7 sub forma de limita a unui sir de numere rationale,

usor de calculat.

17. Sa se ellrate ca:
a) S, :/ (1— 2?)"dz = 22" .
0
b) lim S, = 0.
n—o0

Rezolvare. a) Avem:

(n))?

—t IN.
Gnt1 "€

1 1 1
S, = / (1—22)" dz = / (1— 22" (1= 2?) do = / (1— 22" do—
0 0 0
1 1 1
—/ (1—2®)"1 2?de =5, 1 +—- / (1 -2 2de =S, 1+ —x(1 —2%)"
10 . 2 0 2n

n
1
—— [ A =2H"de =S, 1 — — > 1.
2n/0( x) de S,_1 ann, Vn >
. n
Deci Sn = msn_l.

2n-(2n —2)---2
@n+1)(2n—1)---3
@2n)l! 227 (nl)?

Sn = n+ ) 2o+ vn eIV,

Rezulta ca S, =

1
So, Vn > 1, unde Sy :/ dx = 1. Deci:
0
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b) Deoarece:

0 < 2n)!! 2-4...2n 2

= < ,
Cn+D! 3.5---2n+1)  2n+2

rezulta ca lim S, = 0.
n—oo

18. Folosind Problema 15 sé se calculeze:

I, = lim dz, n € IN.

t—)l/ ,/1_:1;2

Rezolvare. Notam x =siny = dr = cosy dy. Atunci:
arcsint Sin"y arcsin ¢
-cosydy = / sin"y dy.
0

t xn d
_/0\/1—502 x_/o cosy

Rezulta ca:

(n—1!" 7
arcsint /2 o pentru n par, n > 2;
I, = lim sin"ydy:/ sin"y dy = n. ”2
t—1 Jo 0 (n— 1! _
t<1 s pentru n impar, n > 1,
n!!
cu observatia ca pentrun =0, [ = T
19. Sa se arate ca:
1 n!
Iy = h_r)% t 2™ (Inz)" dr = (—1)n(m +71)n+1, n, m e IN.
>0
Rezolvare. Avem:
_ 1 ! m—+1y/ n _ 1 m+1 n 1
Itmn_/ "(nx)" _m7+1/t (™) (Inz)" dx = it (Inz) -
RSl . m+1 n_
— Inx)" “dr = — Int)" — ———1I; pn_1.
m+1/t g (ne)"de = =2 )" = 2o T
Deci: . . "
tmt n tmt n—1 "
Linm = — Int)"— — Int)" 1 — 2| = — Int)"
= = L Timaa] = s )
nthrl n(n_ 1) tm+1
— ()" '+ ——LLmno=———(nt)" + ————t™ ! (Int
+(m+1)2(n) T2 m1nd) (m +1)2 (Int)
n(n —1) nn—=1)---2 n!
775’”“1 D" (D) T (Int) + (=1 ————T; .
1 1 1
Dar: I;,, :/ My = ——2™ T = —— (1 — ™),
e Smo = O m+1x ‘t m+1( )
Deci:
lim [, , , = lim l— e (lnt)"+Ltm+1(lnt)"_l+. . +(—1)"‘1Ltm+1 Int+
m,n —
S gl mA 1 T 12 )"
(—=1)"n! (—1)"n!
— (1 -t = — " Vm,nc€ N,
+(m+1)"+1( ) (m+ 1)n+t’ e

(in paranteza patratd de mai sus avem un numar finit de termeni (n + 1), deci putem
trece la limita in fiecare, iar limitele primilor n termeni, pentru ¢ — 0, ¢ > 0, sunt 0:

lim ™ (Int)* =0, k=T,n, m € IN.)
=0
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20. Fie f : Ry — IR, o functie continua, strict crescatoare cu f(0) = 0. Atunci
pentru Va € IR, §i b € f(IR;) C IR, sa se demonstreze inegalitatea:
ab < / x)dr + / ' (y) dy,
(inegalitatea lui Young).
Rezolvare. Notam cu S; = / f(z)dx si Sy = / fYy)dy. Cantitatile de mai
sus reprezinta aria domeniului planomarglmt de axa Oz, graﬁcul functiei f si dreptele
x = 0 si 2 = a, respectiv aria domeniului plan marginit de axa Oz, graficul functiei f!

gi dreptele z = 0 si 2 = b (vezi Figura 1.2.2).

y 4

Figura 1.2.2

Punctele A si B din Figura 1.2.2 au coordonatele A(b, f~1(b)) si B(f'(b),b). Aria
triunghiului curbiliniu OCA (S;) este egald cu aria triunghiului curbiliniu OBFE. Din
figura de mai sus se vede ca suma ariilor triunghiurilor curbilinii OF D si OBFE este mai
mare decat aria dreptunghiului OFGE, deci:

Sy +S8y>ab sau /0 dx—l—/f y) dy > ab.

1 1
21. Fiea, b€ IR, p,qe IR, p>1cu—+ — =1. Sa se demonstreze inegalitatea:
P q

p q
<
p

Rezolvare. Presupunem, fara a restrange generalitatea problemei, ca a > 0, b > 0.
Consideram « > 0 si functia f : R, — IR, f(z) = x®. Aceasta functie este continua,

strict crescatoare pe Ry si f(0) = 0. Conform Problemei 20 obtine inegalitatea:

a b 1 q@t! baTH
ab < / % dx / *d sau ab< —.
— Jo + 0 y y _a+1+ QTH
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y a+1 9 : :
Luama=p—-1=a+1=np, P 1= q. Rezulta astfel inegalitatea:
Q p—

al bl
ab < — + —
p q

22. Si se arate cd pentru doua functii f, g : [a,b] — IR integrabile pe [a, b], p,q € R,
1 1
p>1, —+ — =1 are loc inegalitatea:
p q

1/q

[ s ([ eras) ([ ara)

(inegalitatea lui Holder).

Rezolvare. Daca /b f(z)Pdx = 0 sau /b g(x)|?dx = 0 deducem, conform Teore-
mei 1.2.6 ca 3 A C [a,b] cum (A)=0ai. f(x) ~ 0 sau g(x) =0, Vz € [a,b]\ A. Rezulta
atunci ca (f-g)(x) =0, Vz € [a,b] \ A, deci /b |f(z) - g(x)|dx = 0. Astfel in acest caz
inegalitatea din enunt este verificata. ’

b b
Presupunem acum ca / f(z)Pdz >0 i / g(x)|?dz > 0. Notam cu:

/(@) i ()

_ (/ I |pdx) v (/ " de) " .

Folosim inegalitatea din Problema 21, cu a = a §i b = . Rezulta «f < — + — &
p

|f ()] - g ()| N 1 G I )l

(/abf(a:)pda:>l/p. </abg(:r)qd:c>1/q B p/abf(g:)i’da: q/ab|g(x)|qu.

Integrand inegalitatea de mai sus pe intervalul [a, b] obtinem:

/|f ol /'f )" de /\9 )| dx
(fabf(x)p@ (/ o(a) 0 /q_p/ e of o i

o [ Vianwidrs ([ o s) - (f g(ar)qu) ;

Observatie. Pentru p = ¢ = 2 obtinem inegalitatea lui Buniakowski:

([ 1@oras) < ([ 1s@rac) ([ o1 as).

23. Fie f, ¢ : [a, bl — IR doua functii integrabile pe [a,b], iar p € IR, p > 1. S& se

demonstreze inegalitatea:
1/p

([ +owras)” < ([ yepa) ([ owre)

(inegalitatea lui Minkowski).
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Rezolvare Dacap=1 1negahtatea este ev1denta

[ 1@ + gl dr < [5G da+ [ oG

De asemenea daca / |f(z) 4+ g(x)|P dz = 0 atunci inegalitatea este adevarata:
a

o< ([ bf(x)ﬂdx)l/p+ ([ oy as)

Putem presupune in continuare ¢ p > 1 si / |f(z) + g(x)|P dz > 0. Atunci:
(@) + 9@ = [f(z) + g(@) P71 | f(2) + g(2)] < |f(@)] - |f(2) + g(a) P+
+Ho(@)] - [f(z) + g(2)[P~.

Integrém inegalitatea de mai sus pe intervalul [a, b]:

[ @) +o@Pdr < [ @)1 @) +o@ P dat [ o)1) + (@) da.
Pentru fiecare dintre termenii din membrul drept al inegalitatii obglnute aplicam inegali-

tatea lui Holder. Obtinem:

[ 19+ o < ( A f(fv)”d:v> " ( [ 15@) + g8 dw) "
c([rora) ([ e+ gra)

1/p

1
unde — =1 — —.

q i)
Rezulta:

[ 17() + ofa) e < (/abf(x)pdx>1/p. (Abf(x)+g(x)|pdx>l/q+
+ (/b lg () [P d:r;) Up. (/b fx) + g(x)pdx> Uq_

. b 1/q
Impértind inegalitatea de mai sus prin (/ f(x) + g(x)]? dx) , avem:
1/p b 1/p
([ +oras)” < ([ iropa) "+ ([owra)
adica inegalitatea dorita.

Observatie. Pentru p = 2 inegalitatea devine:

([ +orar)” < ([ )+ ([ vwa)

24. Sa se calculeze ariile marginite de urmatoarele curbe de ecuatii:

a) y? =8(2—1x), y*=24(2+=x); b)y=2z—-2* x+y=0;

¢c)y=eTsinx, y=0, x>0.

Rezolvare. a) Reprezentand grafic cele doua functii obtinem Figura 1.2.3. Inter-
sectand cele dous parabole obtinem punctele C(—1,2v/6), D(—1, —2v6).
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Aria figurii cuprinsa intre parabole este:

-1 2
SZQ(SBCE—FSECA):Q/_Q 2\/6-\/2+xd:1:+2/_12\/§-\/2—:1:dx:

2 — 2 8v6  8v2 32/6
= 46 - @+ 2)3/2\_; — 42 52— x)3/2\2_1 - Tf + Tf -3V3 = Tf
b) Reprezentam grafic cele doua functii. Obtinem Figura 1.2.4.

Aria domeniului delimitat de cele doud curbe este:

3
3 3 3x2 23 9
5’:/(2x—x2+x)dx:/(3x—x2)dx= ——-=]| ==
0 0 2 3 0 2
Ay
1W777
« 2 3 X
> 0 }
|
|
|
|
|
|
|
|
-3 *********** A
Figura 1.2.3 Figura 1.2.4
c¢) Reprezentand grafic functia y = e"®sinz, x > 0 obtinem Figura 1.2.5.
A
y
o2
m\ / ;X
6] NGy e:: 3n L L)y
Figura 1.2.5
0 2km+m 2km+2m
Avem S = Z / e‘“’smxdw—/ e Tsinzdr|.
k—0 2km 2km+m
Deoarece:
2km+m 2km4m 2km+m 2km+m
/ e ’sinzxdr = —e Tsin x‘ / e Pcoszdr = —e "cosx —
2%k 2km 2%k 2k
2km+m
— / e “sinzdr,
2k St 1
T
rezulta ca: / e Tsinxdr = = (6_(2’””) + 6_2]”).
. 2km 2
Apoi:
2km2m . 2km+2m 2km2m - 2km+2m
/ e Tsinxdr = —e Ismx‘ / e Yecosxdr =—e Tcosx —
2km4m 2km+m 2km+m 2km+m
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2km+2m
— e *sinxdr,
2km+m
de unde rezulta ca: /
2

Obtinem astfel:
1 00 00 1@
S = Z ( (2km+2m) + ¢~ (2km+m) + 6721971') _ 567271' Z 672k7r_|_677r Z 6721971'4_5 Z 672k7r.

2km+2m 1
e Tsinzdr = - (e—(”ﬁ“r?ﬂ) + 6—(2k7r+7r)> ‘
kn+m 2

— k=0 k=0
1— 6—2k7r 1 627r
—2km __ 71 _ _
Deoarece I;]e = kll)rgo [ —or — [ _o2r — g ]
rezulta ca: ) )
1 1 er 1 e (e +1) e’ +1 1 7
S =_. _. = = — —cth —.
2 @1 1 2 1 -1 2e-1) 273
25. Sa se calculeze aria domeniului marginit de graficul functiei f : [0, %Tﬂ] — IR,
3
f(z) = %, axa Oz gi dreptele de ecuatii x =0, = = Zﬁ
Rezolvare. Aria domeniului este:
3n/4 | cosx cos 3m/4 cosx
5= | B
1+ cosz 1+ cosz x/2 1-+cosz
Vom calcula integrala nedefinita /j_oi dr. Facem schimbarea de variabila
cosx
tgg =t = xr = 2arctgt, dr = r dt. Obt;inern:
Lo / — t+2/ L
1+ t2 1+}§j 1+t2 1+ 241
+2arctgt +C = —tg 3 + 2arctg tg 5 +C.
v v e ey .. COST x x .
Rezulta ca o primitiva a functiei —————— este F(x) = —tg — + 2arctgtg —. Atunci:
1+coszx 2 2
T 37 T s 3T 3T
s=F(3)-FO) -F(F)+F(5) =2(-1+2) = (~te7 +2arctgg’ ) =
5 (0) ) TG +3 g8+arcgg8
S W
- 88 T

26. Sa se calculeze volumele corpurilor marginite de suprafetele obtinute rotind

urmatoarele curbe in jurul axei Ox:
V(@ —a)(b—x)
2) flz) = T a<a<h a b0
b) f(z) =sinz, y=0, 0<z<m c¢) f(z)=e "sinz, x>0.

Rezolvare. a) Avem:
b(p — - [ —
V:T(/ (x —a)(b x)d:czﬂ/ z°+ (a+b)x abd:c:

2 2

—m(b—a)+7w(b+

b 1 1 b
=-—nm(b—a)+n(b+a)ln—+abr (5— —) =n(b+a)ln——7b+ma+
a a a

‘b abm b

+a)Inx| +—
a

a

b
+ma — b =m(b+ a)ln—+27(a — b).
a
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™ /2 /2 1 — cos 2x
b)VZﬂ'/ s1n2xd:v:27r/ 81n2xd:v:27r/ ——dz=m(z—
0 0 0 2
1 w/2 7T2
——sin 2x> = —
2 0
2k7r+7r
—WZ/ e *sinzdr, (sinx >0).
Deoarece:
2km+m ) 1 ) 2km+m 1 p2km+m ) 1 ) 2km+m
/ e “sinxdr = ——e ““sinz + = e “Teosxdr = ——e “Fcosx -
2km 2 2km 2 Jokn 4 2km
1 2km+m 9
— e “sinzdr,
4 2km
2km+m 9 1 9 Ak
rezulta ca / e Tsinzdr = = (e_ T+ 1) e T,
2k 5)
e47r 7T627T

i > T
Deci: V == —2m 1 —4km _ (=27 1 — )
eci 5(6 +1)) e 5(6 + )64"—1 S = 1)

27. Sa se calculeze lungir;lile graficelor functiilor:
1 2

a) f(r) =In——, 0<z< 3 b) f(z) =Incosz, 0 <z <a< g
—x

1
2 2

Rezolvare. a) Derivata functiei f este: f'(z) = ﬁ (1 - 2% = ﬁ

Rezulta:
2/3 422 2/3 1 + 22 2/3 2 |lz—1 213

2 2/3 -1 2
=—--1 =——+1Inb5.

3 Memr1 T 3!

b) Derivata func’giei f este f'(z) = —tgux. Avem

/ V1 +tg :cda:—/
cosx’

Notam tgg =1t = x = 2arctgt, dr = 1+

:c:a:>t:tg§. Rezulta:
95 1+1*  2dt o dt t—1 Lt
l(f):/ + '—2—2/ —1In = gQ_
o 11—t 1+1¢ 0 21 t+ 11, 1—tg2

=Int <E+ﬂ>
- Ty

28. Sa se calculeze ariile suprafetelor de rotatie obtinute prin rotirea urmatoarelor
curbe in jurul axei Ox:
1
a) f(x) = —=\/z(Ba—x)%2, 0<x<3a, a>0; b) f(z)=tgx, 0<z<
)f()3\/a( )?, 0<z < ; b) flz) =tgz, 0<x<
Rezolvare. a) Derivata functiei f este:

o) = 1 .(3a—$)2—2x(3a—x): 1 ‘3x2—12ax+9a2: (z—a)(z —3a) _

Wi afasa—ap W 2fe@a—ap | W e ()

a—xT

2/ax

NE
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Rezulta:
3a ] (a — x)? 2r 3 (3a —z)(a + )
Alfy =21 [ 5= VEBa - a1 dz = dz =
(=2 [ g aVele—ayi+ = —de=o0 || NG v
3a
= 1/ (3a* + 2ax — 2%) dv = 37a®.
3a Jo .
b) Derivata lui f este f' = ——. Avem
cos’z
7r/4 ]_ 71'/4 ! ]. cosS r=
A(f)ZQW/ tgx -4/l 4+ d:c:—27r/ (cos ) 1+ do =7
0 costx 0 cos costx
1 /1+y4 1 o) /1+y4 Y=z 1 ‘/1+22
:27r/ dy:7r/ (y)idyzw/ dz.
Vi y? V2/2 y! 12 22
Pentru a calcula integrala obtinuta facem schimbarea de variabila /1 4+ 22 = 2z + u
1—u? —u? -1 1 5—1
$z=7u, dz = 2 du.Pentruz:—:>u2:\/_ , lar pentru z = 1 =
2u 2u? 2 2
u = V2 — 1. Obtinem:
afpy=r [ D G
(f) = ur u(u? —1)2 "
2 1 2
Fractia w se descompune in fractii simple astfel:
u(u? —1)2
(u? +1)2 A B C D E
e = + + +
u(u? —1)2 u—1 (u—1)2 u+1 (u+1)2

= A(u2—1)2+Buzéu—1)(u+1)2+0u(u+1)2+Du(u—1)2(u+1)+Eu(u—1)2 = (u?+1)?
= A+B+D=1, B+C—-D+E=0, 24— B+2C —-D—2E =2,
—B+C+D+F=0, A=1.

Rezulta A=1, B=0, C=1, D=0, E = —1. Deci:

w2 du ur uz  (y 27
A) :W/ul ;—'-ﬂ-/ul (u—1)2 _ﬂ-/’l;l (u+1)2 - <7r1nu— u2—1>
(v5—1) 41 T (\/5—1)(\/§+1)+47r(\/5+1)_7r(\/§+1)
4

— + =mln
2v2-1) 1—5 1—-2 2
b—1)(v2+1
i V5 )2(f+ ) 42 (V5—V2).
29. Sa se gaseasca coordonatele centrelor de greutate ale suprafetelor marginite de

=7ln

curbele:
a)y=0, y=+v1—-22, =0, z=1;, b)ar=1y> ay=12% a>0.

Rezolvare. a) Avem:

1 1
/ V1 —2%dx 5/ (1—2?)dx
_Jo 0

1 ) Yg = 1 .
/ V1 —22dx / V1 —22dx
0 0

Calculam integralele care apar in cele doua formule de mai sus:

Tq



62 Capitolul 1

|

37

1 1 rt 1 2
/:c\/l—:r2d:1::—§/ (1—3?2)1\/1—372de—5-5(1—372)3/2

0 0

1/t 1

—/ (1—2%)dz = =,

2 3’

1

/\/l—xde—/ m / m :arcsinx‘;-i-/o(\/l—xQ)'-xdx:

=§+x\/1—x2‘0—/ V1-22ds = /\/l—xde:%.
0 0

/3 4 1/3 4

TR TR ey (g
b) Reprezentand grafic cele doua curbe, obtinem Figura 1.2.6.

0

Deci zg =

YV x

Figura 1.2.6

Avem:

Rezulta atunci:

a
1/2,.3/2 -1 3) 2 1 _ a
a'“x’t —a” x?) dx 2,1/245/2 1, —1,4 2.3 1.3
x—/o( _(5050 1@ T ), a0’ —za°  9a
G — a = T =3 T _
_ 2 1 2.9 1.9
/ (a1/2x1/2 a 1x2) dr (§a1/2:c3/2—§a 1:03) . 30°—3a 20
0
1(1,.2 1.-25)]%
. 2(2ax za x)o 9a
3 G — 1 9 - —.
gag 20
a
Deci g = Yaq — —=-
20

30. Sa se calculeze valoarea aproximativa a integralei:

1
I= / sin /z dx
0
cu ajutorul formulelor dreptunghiurilor si a trapezelor pentru n = 4 si apoi cu ajutorul

formulei lui Simpson cu n = 2. Sa se compare rezultatele obtinute cu valoarea exacta a
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integralei.
Rezolvare. Avem:
1 1 3 1
xg:U<x1:Z<x2:§<x3:1<x4:1, h:Z’ f(x) = sin /=

Aplicand formula dreptunghiurilor, obtinem:
1 1 1 1 3
/ sin /x dx ~ 1 {f((]) +f (Z) +f <§> +f (Z)} ~ 0,47271.
0
Aplicand formula trapezelor, obtinem:

1

/o1 sin Ve~ A F(0) + (1) +2 1 G) +f (%) +f (%)H ~ 0, 57789.

Aplicand formula lui Simpson cu n = 2, obtinem:

/01 sin \/z dzx ~ % {f(O) + f(1)+4 {f G) + f (%)} 1 of <%>} ~ 0,59212.

Valoarea exacta a integralei este:
1 ol 1 1
I= / sin /x dz vVIzy / 2ysiny dy = —/ 2y(cosy)' dy = —2y cos y‘o—l-
0 0 0

1
+2/ cosydy = —2cos1+ 2sinl ~ 0,60234.
0
Erorile comise prin aproximarea integralei cu cele trei formule de mai sus sunt:
€1 =0,12963, e =0,02445 giresp. 3 =0,01022.
1

31. Sa se calculeze / e dz cu o aproximatie de 0,001 folosind metoda lui Simpson.
0

Rezolvare. Si considerim functia f(z) = ¢*, z € [0, 1]. Calculam derivatele lui f
pana la ordinul al patrulea:
fl(x) = 2ze*”, f"(x) = (2+422)e"

2

f(z) = (123:—}—8:)53)6“”2, f@ () = (12+48z%+

+1624)e””.
Avem Ms = sup |fW(z)] = fW(1) = 76e. Pentru a determina n din formula lui
z€[0,1]
Simpson a.i. eroarea si fie mai mica decat 10~% impunem conditia:
6 g3 gt >80 55 g
— n n .
180n* — - -
Rezulta n = 6. Deci vom imparti intervalul [0, 1] in 2n = 12 intervale egale obtinand
diviziunea:
0< < L < L < L < 0 < L < ! <
= = — = — = — = — Tr — — Te = — xrTr = —
o S T A R ST I TS b
< < 5 < 0 < 1l < 1
Tg==-<Tg=-<Tpp==<2T;1=— <Typ=1.
8= 3 9= 7 0= g n= 1 12

Confm;rn formulei lui Simpson, obtinem:
O () s () s () (3)

(@)@ r Q)+ () v

Deci I ~1,463.
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PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

32. S& se arate cu ajutorul definitiei ca functia f(z) = cosx este integrabild pe orice
interval [a,b] C IR si:
b
/ cosx dr =sinb — sina.
a
33. Sa se cerceteze integrabilitatea functiei f : [0,1] — IR,
xz, daca z €[0,1]NQ;
flz) = )
—z, dacd xz € [0,1]N(R\ Q).
34. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

1 In2 /4 d e
a) / v*V1 —22dz; b) / Ver —ldx; ) / —x; d) / In’z da;
0 0 0 cosx + cosdr 1
e) /3 dz _— /3 dz - /a dz 0> 0
2 (x4 1)vVa2 -1 o (z2+3)5/2 & o z ++va? —z? ’

1 /2
h/\/1—23d: / i b)dz, a,be R
) i (1 —22)3dx; 1) i sin (x + a) cos (x + b)dx, a

35. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

g— 0; b [ |2 —1]d e - 1]d
o > 0 o . . .
W) [ g a2 0 ) [ et —1ldr o [ [lne—1]da
/4 dx w7 p3dx 2 dx
d / ' 3. € w5 0>0; f / ;
7/6 SInx cosx + sin’x 0 Va?+x? 0 Vr+1+/(z+1)3
/2 dz 2 dz 3 dx
s ) [ aek ) [ aeR
g)/o 1+ isin’z ) 1 |e*—al+3 “ ) 1 |z —al+1 ¢ ‘
3 dz T
i Caclo X
’])/z 2? + 2z sina + § “ { 2

36. Sa se calculeze sumele Darboux asociate urmatoarelor functii si diviziuni:

T 9 7 5 3 7 3
a) f . [172] - Ba f(fE) - ma unde A1 — (171§a 6711a 57 2) ) AQ — <]-a éa 572>
b) f . [—]., ]_] — ]R, f(l') = 62:[; cu A1 = <_]~a _ia 07 §a 1) ) AQ = (_]-a Oa ]-)

37. Sa se calculeze, cu ajutorul integralelor definite, limitele urmatoarelor siruri:

1 1 4 n—1 (11721)2 n %
a)Sn:Een +ﬁen 4+t e " +Een,
1 1 1
b) S, = AU
) Sn n[(n+1)2+(n+2)2+ +(2n)2],
1
C)Sn:E[1+24+34+---+(n—1)4+n4];
1 1 4 n— 1) n?
d) S, == \/1+—2+\/1+—2+---+\/1+( 2) +\/1+—2;
n n n n n
1L Lk s
e)Sn:EZtgg—n; f)Sn——4kZlk k3 + n3;
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n n

k=1 (2n 4+ k)\/(2n + k)k
38. Sa se calculeze:

1 x, daca 0 <z <t
a) / f(z)dz, unde f(x)= . 1—2
0 o
1—t’
6 T ™ 1
b) / E[z] - sin ry dx; c¢) / x-sgn (cosz)dr; d) / sgn (sin (Inx)) dz.
0 0 0
39. Fara a calcula integralele, sa se demonstreze urmatoarele inegalitati:
10 10 /2 .
a) / rarctgxdr > / In(1+2?)dv; b) / e M dr < g
2 2 0

2

1 Tr—3 16 6 x
- < dr <1: d —</ dz < 9.
0)3_[1304—5 v )3_4x+2x_
40. Se considera sirul:
1
Sp = E |l

1/107+1

daca t <z <1.

1

g—| dz.
x

Sa se arate ca lim s, = —.
n—00 9

41. Sa se arate ca:
1 1 1 1 1 1
1 n

/n X 2 22 2n
1
42. Fie I, ,, = / z™(1 — x)" dz. Sa se arate ca:
I ' m! n!
T (mAn 4 1))

43. Sa se calculeze: p
I, = / tg?"z d.
0

44. Sa se arate ca:

7/2 §in 2 1 1 1)1
a) lim PR e =21 = __...+i;
a=0/a sin 3 5 2n — 1
/2 gin (2 1
b qim (7 SRCn DT, T
a=0 Jq sin x 2
a>0

45. Sa se calculeze:

a) aria domeniului marginit de graficul functiei:

x) = ,
/(@) (x+1)Va?+1
de axa O si dreptele de ecuatii z =0 51 z = 0, 75.

b) aria domeniului marginit de curba care are ecuatia x°y? = 4(x — 1) i dreapta care

trece prin punctele ei de inflexiune.
2

x
46. Interiorul elipsei de ecuatie 1 + y? = 1 este despartit de hiperbola de ecuatie

1,2

5 y?> = 1 in trei regiuni. Sa se calculeze aria fiecareia dintre ele.

47. Si se calculeze aria multimii cuprinsa intre parabolele y? = 8z si 22 = y.
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48. Sa se calculeze volumele corpurilor marginite de suprafetele obtinute rotind

urmatoarele curbe in jurul axei Ox:
x x - 3
a)y = g (eE +e_3), r€[0,a]; b)y= %, z € [0, 3];
2
®y=ng . y=b
a

49. Sa se calculeze lungimile curbelor care au ecuatiile:
a)y =22, z€[0,4; b)y=2pr, v€[1,5], p>0; c)a?3+y*>=a3

50. Sa se calculeze ariile suprafetelor de rotatie obtinute prin rotirea urmatoarelor

X

curbe in jurul axei Ox:
a) y::c\/g, x €[0,3]; b) yzcos%, lz] <2; ¢)y= \/21731:, z €10,2], p>0.
51. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al urmatoarei placi plane
omogene:
A={(z,y); 0<y<sinz; 0<z <7}
52. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate pentru figura marginita de
curba inchisi care are ecuatia y? = az® — 2%, a > 0.

53. Sa se calculeze valorile aproximative ale urmatoarelor integrale:

/2 1
a) / \1- Zsin% dx, folosind metoda dreptunghiurilor si metoda trapezelor cu
0

n = 6;
b) / V3 4+ cosxdx, folosind metoda lui Simpson cu n = 3.
0

54. Sa se calculeze:

14
4/0 1—|—xx2 (: W)’

cu aproximatie de 0,001 folosind metoda lui Simpson, deducandu-se astfel numarul 7 cu

trei zecimale exacte.
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SIRURI SI SERII DE FUNCTII

§1. SIRURI DE FUNCTII

Sirul de functii (fn)nemw, (sau (fo)new+), fo : A = R, A C IR, n € IN, converge
punctual la functia f : A — IR daca pentru Vo € A, f,(x) — f(x), pentru n — oc.
Notim f, 2> f. pe A, n — .

Sirul (fn)new, fo:A— IR, n € IN, converge punctual la functia f : A — IR daca:

Ve Agi Ve>0 Ing=mnp(e,x) € IN ald. |[fo(z) — f(z)] <e, Vn >ng(e, x).

Sirul (fn)new, fo:A— IR, n € IN, converge uniform la functia f : A — IR daca:

Ve>0 dng(e) € N al. Vn >ngle) = |falz) — f(z)] <e, Vxe A.

Notam f, = f, pe A, n — oo.

Teorema 2.1.1. (Cauchy) Sirul (f,)new converge uniform pe multimea A daca si
numai daca:

Ve >03ng(e) € IN al. Vn > ng(e) = |futp(z) — fu(z)| <&, V€ A, Vpe IN.

Teorema 2.1.2. Sirul de functii (f,)nen converge uniform la functia f pe multimea

A daca si numai daca:

lim {sup |fu(@) = f(@)| } = 0.

n—oo

~ /
-~

My,
Teorema 2.1.3. Daca 3 (a,)new € Ry, a, — 0 pentru n — oo, astfel incat:

|fu(z) — f(2)]| < an, VREIN, Vo€ A
atunci f, = f, pe A, n — oo.
Teorema 2.1.4. Fie sirul de functii (f)new, fo: A — IR, n € IN, marginite pe A.
Daca f, — f, pe A, atunci si functia f este marginita pe A.
Teorema 2.1.5. Fie f, : A - IR, n € IN §i 7 un punct de acumulare pentru A.

Daca sunt indeplinite conditiile:
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a) fo— f,pe A, n — o0,

b) 3 mli_)rgg fo(x) =1, VR EIN
atunci 3 mli_)rgo f(z) = lim [, adici:

i, (Jg& fala)) = Jim, (i, )

Teorema 2.1.6. a) Fie f, : A — IR, n € IN, functii continue intr-un punct z € A.
Daca f, — f. pe A, atunci si functia f este continud in ;.

b) Daca (fu)nenw, [fn: A — IR, este un sir de functii continue pe A si f, = f, pe A,
atunci f este continua pe A.

Teorema 2.1.7. Fie functiile f, : I — IR, n € IN, I un interval marginit din IR,
iar g € I. Daca:

a) {fn(w0)}, v este un sir numeric convergent,

b) functiile f,, n € IN, sunt derivabile pe I,

c) fi =g, pel, n— oo,
atunci:

a)3If: I — Rai f, > f,pel, n— oo,

b’) f este derivabila si f' = g, adica:

fim fi@) = (Jim (o) )"
Lo

Teorema 2.1.8. Daca func’giilé fn i a,b]) = R, n € IN, satisfac conditiile:

a) fo = f, pe [a,b], n = oo,

b) functiile f,, n € IN, sunt integrabile pe [a, b]
atunci:

") [ este 1ntegrab11a pe [a b] si
b’) hm/ fn(z dx—/ hm fn

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se studieze punctuala si uniforma convergenta pentru urmatoarele siruri de

functii:
sin™x 9 1 .

a) fulz) = , t€R, a>0,n>1; b) fu(r) =2"+ —sinnz, v € R, n>1;
ne n

T

cl0,1], n>1; d) folz) =2" —2""" 2€][0,1], n>1.
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Rezolvare. a) Pentru Vz € IR fixat, nlg& fa(z) = 0. Deci f, & f, pe R, n — oo,
unde f: R — R, f(z) =0, Yz € IR. Deoarece:

Fal) = F@) = @) < oo, Y > 1 Vo e R,

1 u
rezulta conform Teoremei 2.1.3, (cu o, = — — 0, n — o0), ca f, — 0, pe R, n — oc.
na
b) Pentru x € IR fixat, nh_)rgo fa(z) = 22, deci f, & f,pe R,unde f : R — IR, f(z)=
=22, In plus:

1. 1
|fu(z) = f(z)] = E|smnm| < pel Vee R, Vn>1.

Conform Teoremei 2.1.3, cu «, = 3 — 0, n — oo, rezultd ca f, — f, pe IR,
n — oo.

¢) Pentru z =0, f,(0) = 0 — 0; pentru x € (0, 1], nlgrrolO fa(z) = 0. Deci f, > f, pe
[0,1], unde f:[0,1] = R, f(z)=0. Deoarece:

T
nle) = f@) = 755 < 5, Yo €[01] V21,

1 u
rezulta, conform aceleiagi Teoreme 2.1.3, cu a, = o — 0, = oo, ca f, — 0, pe [0,1],
n

n — oo.
d) Pentru Vz € [0,1) fixat avem lim fn(x) = 0, iar pentru z = 1, f,(z) = 0 — 0,
n — oo. Deci f, 2 0, pe [0,1]. Pentru a studia convergenta uniforma a girului f,

vom aplica Teorema 2.1.2. Sa calculam M, = sup |f,(z) — f(z)| = sup f.(x). Pentru
z€[0,1] zef0,1

aceasta calculam derivatele functiilor f,: f!(z) = 2" '[n — (n + 1)x]. Avem fi(x) =0

‘ Jar fl(z) > 0,Vx € (0, nL+1> sifl(x)<0,Vx € <nL’ 1). Rezulta
ca:

+1
n n+1 1 —n 1
n+1 n+1 n+1 n n+1

Conform Teoremei 2.1.2 deducem ca f, — 0, pe [0, 1], n — oc.

‘ n
entrux = ——
p n+1

2. Sa se arate, folosind Teorema 2.1.1, ca sirul (f,)n>1 definit prin:

COST  COS2x CoOS NI
fl@) ==+ —— -t TE€R n>1,

este uniform convergent pe IR.
Rezolvare. Fie ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat. Vom determina un rang ny(¢) € IN*

al Vn > ng(e) sd avem: |fuip(x) — fu(z)] <e, Ve € R, Vp € IN. Avem:

cos(n+ 1)z  cos(n+2)x cos (n + p)zx 1
_ - <
Do) = O =10 Y e T e | S
I S ! TR ! =
(n+2)? (n+p)?2 nn+1) (n+1)(n+2) m+p—1(n+p)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=—— + - et - =—— -,
n n+1 n4+1 n—+2 n+p—1 n+p n n+p n
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Vre R, Vpe IN.
~ | .. 1
Impunand conditia — < € gasim rangul ny(e) = [—} + 1, pentru care:
n £
| frap(7) = fulz)| <&, ¥Yn >mng(e), Vpe N, Vz € IR.
1
Deci pentru Ve > 0 Ing(e) = [—} +1ai Vn > ngle) = |forp(z) — fulz)] < e,
£
Vo € IR, Vp € IN, adica conform Teoremei 2.1.1, f,, converge uniform pe multimea IR.
3. Sa se demonstreze ca sirurile de mai jos, desi sunt punctual convergente, nu
converg uniform pe multimile mentionate:
a) fo(z) = o © €[0,1], n>1; b) fu(z) =2n%ze ™", z€[0,1], n>1;
¢) fu(z) = (x + 1)arctgnz, x € R, n > 1.
Rezolvare. a) Pentru Vz € [0,1] fixat, lim falz) = 0, deci f, & 0, pe [0,1],

1 — 2,.2
n — oco. Avem: f/(x) = nﬁ, x € [0,1], Vn > 1. Rezulta ca f!(x) = 0 pentru
1 1 1
r = —(€[0,1]). Rezultd ca sup |fn(2)] = fau <—> = — 4 0, n — oc. Conform Teoremei
n z€][0,1] n 2

u
2.1.2 deducem ca f, 4 0, pe [0, 1].
b) Pentru z € [0,1] fixat, T}Lrgofn(x) = 2xT}LIgOn26_”2$2 = 0, deci f, & 0, pe
0,1). Apoi, calculand f'(z) = 2n2e ™*"(1 — 2n%z?), cu n fixat momentan, obtinem

1
ca sup |fu(z)| = fu <n—\/§> = nv2e Y2 £ 0, n — oo. Rezultd, conform Teoremei

z€[0,1]

2.1.2, ¢ sirul f, £ 0, pe [0, 1].

c¢) Pentru z > 0, Jim fo(z) = g(a: + 1); pentru z < 0, Jim fo(z) = —g(a: + 1), iar
nh_)r& fu(0) = 0. Deci f, & f, pe IR, unde:
g(x +1), daca z >0,
f(z) = 0, dacid = =0,

—g(aj +1), daca z <0.

Pentru a arata ca girul f, nu este uniform convergent, vom studia functia g,, cu n fixat:
v
(x 4+ 1) <§ - arctgnw) , daca x>0,
0, daca x =0,

0n(@) = | fule) = f(2)| = (H1)<g+amgm), daca — 1<z <0,

L —(z+1) (g —|—arctgn:1:> , daca z < —1.

. m o o q- . u
Deoarece M, = 2211% gn(z) = 9101_r>r(1] gn(z) = PE rezulta ca nll)rglo M, # 0, deci f, 4 f, pe IR.
O altd metoda de rezolvare a problemei de la punctul c) este urmatoarea: daca

presupune ca f, — f, pe IR, atunci, deoarece functiile f, sunt continue pe IR, ar rezulta,
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conform Teoremei 2.1.6, ca f este si ea continua pe IR. Absurd, deoarece f nu este
continua, deci f, 7Z> f. pe IR.

4. Fie girul de functii (f,)n>1, fn @ [0,1] — IR date prin:

) 1, daca x € By, ={ri,r9,..., T},
Julw) = { 0, daci z €[0,1]\ E,, n>1,
unde E = {ry,ry,...,1y,,...} este multimea numerelor rationale din intervalul [0, 1]. S&
se studieze convergenta acestui gir, precum gi proprietatea de integrare termen cu termen
a lui.
Rezolvare. Pentru x € [0, 1] arbitrar, dar fixat, avem:
lim f,(z) = { 1, daca x € F,
0o 0, daca z€]0,1]\ E.

Deci f, 2 f, pe [0,1], unde f este functia de mai sus, adici functia caracteristica a
multimii numerelor rationale din intervalul [0, 1]. Functiile f,, n > 1, avand un numar
finit de puncte de discontinuitate, rezulta ca sunt integrabile pe [0, 1]. Cu ajutorul sumelor
Riemann se aratd ca f nu este integrabila pe [0, 1], (vezi {Capitolul 1, §2, Problema 2}),
deci f, 71Z> f, pe [0,1]. Intr-adevir, daci am presupune ci f, - f, pe [0, 1], atunci,
conform Teoremei 2.1.8 ar rezulta ca f este integrabila Riemann pe [0, 1], ceea ce este
absurd. Deci f, 72 [ si (fn)n>1 nu are proprietatea de integrare termen cu termen a
sirului de functii.

5. Sa se arate ca pentru urmatoarele giruri convergente, limita integralei nu este
egala cu integrala limitei:

) . 70
sinz + ne™ ™, daca x € (0, ﬂ ,

0, dacd =0, n>1.
1
2n’r, daca z € {0, —J ,
12n
b) fu(r) =1 2n —2n’z, daca z € <—,—} ,
%n n
0, dacéxé(—,}, n>1.
n

Rezolvare. a) Pentru z = 0, f,(0) = 0 — 0, n — oo; pentru = € (0,7/2],
lim fo(2) = sinz. Deci fy L £, pe [0,7/2], unde f(z) =sinz, x € [0,7/2]. Apoi:

w/2

w/2
/ fo(z)dx = —cosz
0 0

™

/2
iar lim fo(z)dr = 2.

n—oe Jo

w/2 /2 oL /2 w/2
Deoarece/ f(z) dx=— cos x‘o =1, rezultd cd lim / fn(x) d:r:;zé/ f(z) dx,
0 n=0c0 Jg 0

|72

_ —nm/2
—e =2 /2,
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de unde deducem, aplicind Teorema 2.1.8, ca f, 712> f, pe [0,7/2].
b) Deoarece pentru ¥V € [0, 1], nlggj fa(z) = 0, rezulti ci f, 2 f, pe [0, 1], unde
=0, Yz €0, 1] Apoi:

/(2n) 1/n 1/(2 1
/ fo(z)dx = / 2n’x dr + (2n — 2n’z) dx = anQ‘ e + an‘ o
1/( 2n) 0 1/(2n)

1/n
a:‘ —, iar hrn/ fnlz dx——

1/(2n) n=y00

Deoarece/ f(z)dx = 0, rezulta ca hm/ fn(x) dx 75/ x)dz, iar f, 7L> f, pe
0,1]. "

6. Sa se arate pentru sirul de mai jos ca limita derivatelor sirului nu este egala cu
derivata limitei:

1
fo(x) = —arctgnz, x € R, n> 1.
n

Rezolvare. Deoarece |f,(z)| = \arctgnx\ < 2—, Vo € R, Vn>1, iar lim S
n % 2n

= 0, rezulta conform Teoremei 2.1.3 ca fn = f,pe R, unde f(z) =0, Va € R. Derivata

acestei limite este functia identic zero. Totusi limita derivatelor este:
1 0, daca = #0,
lim f)(z) = lim = { 7

n—0o n—oo ] + n2g2 o

vy . / . /
Rezulta cd lim fo(x) # (JSEO fn($)) .

7. Sa se arate ca sirul de functii (f)n>1, fu(z) = e sinnz, * € R, n > 1, nu

1, daca x =0.

converge uniform pe IR, dar converge uniform pe multimea A = {z € IR, |z| > «a}, unde
a > 0.

Rezolvare. Evident pentru Vo € IR, Jgrgo folz) = 0, deci f, > f, pe IR, unde
f(z) =0, Ya € IR. Deoarece:

1
sup [fule) > fu () = sin1 > e sin,
z€elR n
rezulta ca lim {sup |fn(:r:)|} # 0, deci, conform Teoremei 2.1.2, f, /& f, pe IR, n — oo.

Pentru o > 0 avem |f,(z)] < e, Vn > 1, Vo € R, |z > a. Deoarece

777,&4

lim e = 0, rezultad conform Teoremei 2.1.3 c& f, = f, pe A, n — oc.

n—o0

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

8. Sa se studieze punctuala si uniforma convergenta a urmatoarelor siruri de functii:

1
a) fo(z) = ﬁ, r€[l,00), n>1; b) fulz) = Earctgnx, reR, n>1;
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1 2

9. Folosind teorema de caracterizare a lui Cauchy, sa se arate ca urmatoarele giruri

sunt uniform convergente pe IR:

sinxz  sin2zx sin nx
a)fn(x):T—i- 5 +---+7,xEB,n21;
cosx  coszx’ cos "
_ Ly oS > 1.
b) fu(z) 1_2+2_3+ +n_(n+1),xEJR,n_1

10. Sa se arate ca sirul (f,)n>1, fo 1 IR = IR, definite prin:
fn(z) = %arctgm", xre IR, n>1,
este uniform convergent pe R, dar lim (1) # (nh_)rglo fn)l(l). Sa se explice rezultatul.
11. Fie functiile f,(z) = nz"(1 —x), z €[0,1], n > 1.
a) Sa se gaseasca f(z) = lim fu(z), z €0, 1].
b) Converge f,, la f in mod uniform pe [0, 1] ?

c¢) Converge /01 fo(z)dx la /01 f(z) dz, pentru n — oo 7
§2. SERII DE FUNCTII

Fie functiile f, : A — IR, A C IR, n > 1. Numim serie de functii, notata Z fns
cuplul de functii fi, fo,..., fn,...,S1,52,...,5n,..., unde:

Un punct zqg € A se numeste punct de convergentd a seriei de functii Z fn, daca

n=1

n=1
o
seria numerici »  f,(zo) este convergentd. Multimea B a punctelor x € A in care seria
n=1

i fn este convergenta se numeste mulfimea de convergenta a acestei serii, iar functia
T}::IB — IR definita prin f(z) = Jim S, () se numeste suma serie.

Spunem ca seria i fn este simplu convergenta pe B C A sau converge punctual pe
multimea B daca §ir1?1:éumelor partiale (S,)n>1 este convergent punctual pe mulfimea
B. Spunem ca seria i fn converge uniform pe multimea B C A daca girul sumelor

n=1
9

partiale (S, ),>1 este uniform convergent pe multimea B. Seria Z fn se numeste absolut
n=1
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oo
convergentd pe multimea B C A daci seria Y _ |f,| este simplu convergenti pe B.

n=1
[

Teorema 2.2.1 (Cauchy). Seria de functii »_ f, este uniform convergentd pe

n=1
multimea B C A daca i numai daca:

Ve >0 Ing(e) al Vn>ne(e): |for1(@) + foso(z) + -+ farp(x)] <,
Vpe N, Vx € B.

Teorema 2.2.2 (Criteriul lui Weierstrass). Fie seria de functii »_ f,. Daci

n=1
o)

exista o serie numerica convergenta Z an, ap > 0, Vn > 1 astfel incat:

n=1

ful@)| < an, VR >1, Yz e BC A,

atunci seria Z fn este uniform si absolut convergenta pe B.
n=1
Teorema 2.2.3 (Criteriul lui Abel). Fie girurile de functii f,, g, : A = R, n > 1.
Daca:
o0

a) seria Z fn este uniform convergenta pe A;
n=1

b) sirul (g,(z))n>1 este monoton, Vx € A;
c) sirul (gn)n>1 este uniform marginit, adica:

JK >0 al. |go(x) < K, Vn>1, Vz € A,

atunci seria Z fngn este uniform convergenta pe A.

n=1
Teorema 2.2.4 (Criteriul lui Dirichlet). Fie sirurile de functii f,, g, : A — IR,
n > 1. Daca:
o
a) seria Z fn are girul sumelor partiale uniform marginit, adica:
n=1

JK >0 al |Sy(x)| <K, Vn>1, Vo€ A,
unde S,(z) = fi(z) + falz) + - + fu(2);
b) sirul (gn)n>1 este uniform convergent la 0 si sirul (g, (z))n>1 este monoton descres-

cator, Vo € A,

oo
atunci seria Z fngn este uniform convergenta pe A.

n=1

Consecinta 2.2.1 (Criteriul lui Leibniz). Fie functiile f, : A — IR, n > 1. Daca

pentru Vz € A sirul (f,(7)),>1 este monoton descrescitor si f, — 0, pe A, atunci seria
o¢]

> (=1)"f, este uniform convergentd pe A.

n=1

oo
Teorema 2.2.5. Fie seria de functii Y_ f,, fn: A = R, n > 1. Daci:

n=1
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o0

a) seria Z fn este uniform convergenta pe A;
n=1
b) functiile f,, n > 1 sunt marginite pe multimea A,
o

atunci suma f a seriei Z fn este o functie marginita pe A.
n=1

oo
Teorema 2.2.6. Fie seria de functii Z fns fn:A— IR, n>1sixyun punct de
n=1
acumulare pentru A. Daca:

a) seria Z fn este uniform convergenta pe A;
n=1
b) 3 xllg;lo folx)=1,, Vn>1,

atunci:
(o0}

a’) functia suma f a seriei »  f, are limitd in o,

n=1

b)) xlgg flz Zlm adica 11m (i fn(x)> i <11m fn(z >
0 n—=1 n=1 T—TQ

n=1

o0
Teorema 2.2.7. Fie seria de functii »_ f,, f,: A — R, n>1. Daci:
n=1
a) functiile f,, n > 1 sunt continue pe A;
o

b) seria Z fn este uniform convergenta pe A cu suma f,
n=1

atunci f este o functie continua pe A.

o
Teorema 2.2.8. Fie seria de functii Z fns fn I — IR, I interval marginit din IR,

n=1
iar xy € I. Daca:
o.¢]
a) seria ¥ fu(2o) este o serie numerica convergenti;
n=1

b) functiile f,, n > 1, sunt derivabile pe I;

c) seria Z f» este uniform convergenta pe I cu suma g: [ — IR,

. n=1
atunci:
o<
a’) seria Z fn este uniform convergenta pe I cu suma f: I — IR,
n=1

b’) functia f este derivabila pe I i f' = g, adica:
(Z fula ) Z fla

Teorema 2.2.9. Fie seria de functii Z fas fo:la,b] = R, n>1. Daca:

n=1
9

a) seria »  f, este uniform convergenta pe [a,b] cu suma f;

n=1
b) functiile f, sunt integrabile pe [a,b], Vn > 1,

atunci:
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a’) functia f este integrabila pe [a,b] i

b’) /bf(x)d:r:Z/bfn(a:)dx sau / Z da:—Z/ fnlz
a n=174 n=1
PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine domeniul de convergenta (absoluta si simpla) pentru urmatoarele

serii de functii:

D () () v () e

: ;d 5" —z°)".
DD ey <3x+1> A 2 Vi)

Rezolvare. Vom studia convergenta punctuald (simpld) sau absolutd a acestor serii

de functii aplicand criterii de convergenta de la serii numerice. Sa notam cu f,(x) termenul

general al seriilor de mai sus.

a) Avem:
1-— 1-—
lim ¢/ fo(z)| = lim —— . |—— 2| |1=2]
n—00 n—oop—1 |1+ 3x 1+ 3z
. M M RV . -
Seria data este absolut convergenta pentru Vz care verifica inegalitatea 153 <
x
< 1. Rezolvand aceasta inecuatie obtinem z € (—oo, —1) U (0,00). Daca ;; > 1,
x

n ‘l—x
n—1 |1+ 3x

1
deducem ca pentru x € [—1, 0]\{—5} seria este divergenta. Deci multimea de convergenta

1
adica z € [—1,0] \ {_3} atunci {/|f,(z)| = > 1, Vn € IN. De aici

este (—oc, —1) U (0, 00). Pentru seria datd observam ca multimea de convergenta coincide
cu multimea de convergenta absoluta, adica cu multimea punctelor x in care seria este
absolut convergenta.
b) Avem:
2 |cos:c| _ 2|cosx|

3 Y
Pentru |cosz| < g &€ U (E + k, % + k7r> seria este absolut convergenta.
kez
3 5
Pentru |cosz| > g sze { k. % + k7r> U <% + km, (k + 1)%)} seria este
ez

divergenta.

3 5t
Pentru | cosz| = g &€ {% —i—l<:7r,€7r +km, k€ Z} atunci
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< 1 11
S = (D), daci z € {%+2k7r,%+2k7r, keZ},
n

o
eria Z fn este oo 1
n —1)" 5 7
=1 3 ) (S.C.), dack z € {—ﬂ+2k7r,—7r+2k7r, keZ}.
oon 6 6
) Avem
) n?+3 x
lim /| fn(z)| = lim : = ;
n—00 n—00 5n2—|—n+1 3rx+1 3z +1
. n*+3 bny1
(deoarece hm ———— =1, ca o consecinta imediata a lim =1,cub, =
. n’+3 )
24417
1 1 >
Daca 3;:_1‘ <l&zxce (—oo,—§> U (—Z,oo> atunci nglfn(x) (A.C.); daca

>le e (—%,—i) \ {—%} atunci i fn (D).

1 00 2 3 a 2 3
Daca » = = -3 seria devine Z #Z—i—l (D), <L

3z +1
40, n—>oo>, iar

1 > 3 2+3
pentru x = ~1 seria devine Z(—l)"#—;_i_1 (D), <(—1)"ﬁ 40, n— oo).

n=1

1
) Deoarece Jim | fu(7)| = 5|z — 2*| deducem: pentru |z — 22| < ST

5—3\f 5—f>u<5+\/5 5+3\/5> S

seria . este (A.C.); pentru |z — 22| >
Z f (A.C);p

’ 10 7 10
1 5 -3 5— 5 54+ 3V5 >
- € | — V5 \/_, +\/_ ;\/_,oo seria Y f, (D
5 10 10 10 10 —
5++v5 5+3Vh > >
pentru |z —2?| = - & 1 € \/_, v seria Y _ f, are una din formele »_ /n
5 10 10 = =
sau Z \/n, care sunt divergente, deoarece termenii lor generali nu tind la zero pentru
n —'o0.

2. Sa se studieze convergenta (simpla, uniforma) a urmatoarelor serii de functii pe

multimile indicate:

) 8 [ - T 2e e

> 13
D) S a(l—2): b)) ze 5,5}; by) z € [0,2).

n=1
c) Zsmnm ci) v €le, 2mr—¢], 0<e<2m «co) x€[0,2n].

n=1 n
Rezolvare. a) Termenul general al girului sumelor partiale este:

x 2z T 3z 2z nx (n—1x nx
Sp(z) = + —~ + —~ et - =

I+2 1422 14z 143z 1+22 l+nz 14+ -1z 1+na’
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1, dacd z € (0,1],
0, daca =z =0.
1, daca z € (0,1],

0, daca =z =0.

Vn > 1, Vo €[0,1]. Pentru z € [0,1], lim S,(z) = { Rezulta ca

sirul de functii (S,)n>1 este simplu convergent la functia S(z) = {

Dar sirul (S,),>1 nu converge uniform, deoarece:

1 1 1
M, = sup |S,(z) — S(z)| > |S, <—> -S (—) ‘ = —, deci M,, A0, n— oc.
z€[0,1] n n 2
Rezultd ca seria de functii »_ f, este simplu convergentd pe multimea [0, 1].
n=1

b) Calculam S, (x):
Sn(r) =2(l—2)+r(l-2)*+ - Fz(l-2)"=2[(1-2)+(1-2)’+ - (1-2)"] =
- { (1—-2)1—(1—-2)"], daca x # 0,

0, daca = = 0.

. 13
by) Daca z € [5, 5

I
o
=

atunci S, (7) = (1—2)[1—(1—2)"], iar nh_)rgo Sn(z) =1-x

13
Vz e —, —}, deoarece:
272

3
2 ﬂ Mai mult sirul (S,) converge uniform la S pe
13

_ — — plntl < -z
Sn(a) = S@) = 1= 2" < . Vae |53

. . 1
, Vn>1, iar T}Lrgo it =
13

o
Deci seria »_ z(1 — )" este uniform convergentd pe [5, ﬂ

Voe

n=1
1 -z, daca z € (0,2),

by) Dacit z € [0,2) atunci lim S,(z) = S(z), unde S(z) =
) 0.2) atunci lim S,(x) = S(z), unde S(z) { R,

oo
Deci seria Y z(1 — z)" este simplu convergenta pe [0,2) cu suma S. Totusi convergenta
M, = sup |S,(z)— S(z)| >
z€[0,2)

n=1
1 ~ /1 1 n+1
Sn<—>—5<—>:<1——> —et n— oo,
n n n
deci M,, /0, n — oo.

nu este uniforma, deoarece:
¢) In cazul ¢1) = € [g, 2mr—¢] vom aplica criteriul lui Dirichlet de convergenta uniforma.

Deoarece:
sin 12 . gip (2t 1 1
|sinz + sin 22 + - - - + sinnz| = 22 < — < —
sin |sin 3| ~ sin §
o0
Va € le, 2 — €|, sirul sumelor partiale ale seriei sin nz este un sir de functii uniform
) )
n=1

marginit pe intervalul [e, 27 — £].
1

Sirul cu termenul general — este descrescator si converge la 0. Deoarece la girurile
n

numerice convergenta uniforma coincide cu convergenta simpla, rezulta ca seria data
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verifica conditiile din criteriul lui Dirichlet, deci este uniform convergenta pe intervalul
[e,2m — €.

In cazul c;) = € [0, 27] seria este simplu convergenti, conform criteriului lui Dirichlet

o
de la serii numerice. Pentru z € (0,2n) sirul sumelor partiale ale seriei Y _ sinnz este
n=1
o . . 1 o
marginit: |S,| < ——, Vn > 1,iarsirul { — este monoton descrescator, convergent
‘ 5‘ n/n>1
la 0. Pentru x = 0 sau x = 27 toti termenii seriei sunt egali cu 0, deci seria este

convergenta si in aceste puncte.
Vom demonstra in continuare ca seria data nu este uniform convergenta pe [0, 27],

neindeplinind conditia din criteriul lui Cauchy, adica:

1
EI&O:Z ai Vne IN* Jx, €|0,27], xn:% sidpe N, p=n al.:
n

1
|fn+1(xn) + fn+2(xn) +- 4+ f2n(xn)| > Za
unde f,(x) = SR
Intr-adevir:
sin(n+ 1)~ sin(n+2)~ sin (2n)-~ n-sinn-- 2 1
( )4n+ ( )4n_|_+ ( )4n 4n:£>_.
n+1 n—+2 2n 2n 4 4
Deci 3e >0 (¢ = 1) al Vn € IN* inegalitatea:
sin 1 i 2 i
(n+ 1)z  sin(n+ )x+n.+sm(n+p)x .
n—+1 n 42 n-+p

are loc cel putin intr-un punct din intervalul [0, 27| si cel putin pentru un p € IN*. Deci
seria nu este uniform convergenta pe [0, 27].

3. Sa se studieze natura urmétoarelor serii de functii:

> (—1)""ng cos nx
——— 1z € IR, , T € IR;
2) nzl nox? + 1" Z ©/nt + at v
> r-a”
Zarctg 2, l‘EJR, d) T;m, xr € [b,]_], a,bE (0,1)

Rezolvare. Vorn studia aceste serii cu ajutorul criteriului lui Weierstrass. Notam

cu fp(x) termenul general al seriilor de mai sus.

a) Avem:
nlz|
= >
n(@)l = =577 < gy Y=L Vo e R,
e [e.e]
iar seria Z 57372 este convergenta. Deducem ca seria de functii Z fn este uniform si

n=1
absolut convergenta pe IR.

b) Din inegalitatea:
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| cos nx| 1

‘fn(x)| \:ym_n4/3, Vn_l, VxER,
o
seria Z 5 fiind convergenta, deducem ca seria de functii Z fn este uniform si absolut
n=1

convergenta pe IR.

c¢) Folosind inegalitatea |arctgz| < |z|, Vx € IR, deducem:
2
| fn()] = | Vn>1, Vo€ R

nd 4+ 22| — nd 422 — nd/2’
o0 o0

Deoarece seria Z 3R este convergenta, rezulta ca seria de functii Z fn este uniform si

arctg

2

n=1
absolut convergenta pe IR.
d) Avem:
b
|fu(2)| < o Vo elbl], Vn>1.
00 anb
Seria numerica Z o este convergenta, dupa cu rezultd din criteriul lui D’Alembert.
n
Notand cu «a,, = —, avem:
2n _—
n+ 2
lim 22 = i 2D o g <,
n—oo n—oo 2(77, + 1) anb
oo

Rezulta atunci conform criteriului lui Weierstrass ca seria de functii Z fn este uniform
n=1

si absolut convergenta pe [b, 1], 0 < b < 1.
4. Sa se arate ca seria de mai jos nu este uniform convergenta pe segmentul [0, 1] si

totusi suma sa este functie continua pe acest segment:

i nt  (n—1x
| 1+n%? 1+ (n—1)222)
Rezolvare. Termenul general al seriei este:
nx (n—1)x
n — , x €1[0,1].
f() 1+n2x2 1+(n_1)2x2 z [ ]
Calculand suma partiala de ordinul n pentru aceasta serie obtinem:

S() T +< 2x T >+< 3T 2T >+ +[ ne
1+ 22 14422 1+ 22 14+922 14 4a2 1+ n2z?

(n—1)x nx
EICE ] e L]

Deoarece pentru Vz € [0,1] 3 lim Sn(z) = 0, rezulta ca seria converge simplu pe
n (o)

intervalul [0, 1], avand suma functia identic zero, care este o functie continua.
Pe de alta parte, sirul (S,),>1 nu converge uniform pe [0, 1], deoarece:

1 1

M, = sup |Sy(z )—Sn<—> = —, deci M, 40, n— occ.
a:E[O 1] n 2

Rezulta ca seria de functii din enunt nu converge uniform pe intervalul [0, 1].
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Din acest exemplu deducem ca convergenta uniforma a unei serii de functii continue pe
o multime A este doar o conditie suficienta, nu si o conditie necesara pentru continuitatea
pe multimea A a sumei acestei serii.

5. Sa se arate ca seria de functii discontinue in fiecare punct x € IR:

R f(z) ] 1, dacd z €@,
/(@) ngl n(n+1)’ v€R, unde flz)= { 0, daca z € Q,

converge uniform pe IR la o functie continua.

Rezolvare. Termenul general al seriei de functii de mai sus este functia g,(z) =
_ [fl@)
“n(n+1)
are functia f).

, (n > 1), care este discontinua in fiecare punct x € IR, (aceasta proprietate o

Calculam suma partiala de ordinul n:

Su(a) = 1) - 45 - f o SE ) @ [ G g g
PR —f(x),n>1,:1:€R

n n+l] n+l

1
Deoarece |S,(z)] < ——, Vn > 1, Vo € R, iar lim
n—+1 n—oon + 1
considerata converge uniform pe IR, avand suma functia identic zero, care este o functie

= () rezulta ci seria

continua pe IR.
Din acest exemplu deducem ca proprietatea de continuitate a termenilor unei serii de
functii, uniform convergenta pe o multime A, nu este o conditie necesara pentru continu-

itatea pe A a sumei acestei serii.

y C & na? : )
6. Si se arate ca seria » ———— este uniform convergenta pe I = [0, A], pentru
nd + 13 Y
n—=
VA >0, iar:
0 2 00
. nw n
lim » ——— =

e el S el S
Rezolvare. Fie A > 0 arbitrar, momentan fixat. Pentru Vz € [0, A] si pentru

Vn e IN*, avem:

na? < A’n  A?
nd+ax3 — n? n?’
oo 2
Deoarece seria Z — este convergenta, rezultd conform criteriului lui Weierstrass ca
n=1

seria de functii initiala este uniform si absolut convergenta pe [0, A].

Luand A = 1, deci I = [0,1] putem aplica Teorema 2.2.6 cu zy = 1 punct de

acumulare pentru I. Deoarece seria de functii Z fn este uniform convergenta pe I si
n=1
n o
3 lim fo(z) = ST rezultd ci functia suma f a seriei »_ f, are limitd in 2o = 1 si:

n=1
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o ,n“rQ o.¢] n
lim —_— = .
zﬁlngln3+x3 7;1”3"'1
f(z)
7. Este permisa derivarea termen cu termen a seriei:
oo
Z [e—nac2 _ 6—(n—1)m2] Lz € [0, 1] 2

n=1
Rezolvare. Avand in vedere forma termenului general al seriei:

Jalw) = e —entnoe?,
care este o functie derivabild pe [0, 1], calculam suma partiala de ordinul n:
Sp(z)=e™’ —1, ¥Yn>1, Vzel0,1].
Pentru Vz € (0,1], lim S,(z) = —1, iar lim S,(0) = 0. Deci seria data este simplu
n—oo n—oo
convergenta pe intervalul [0, 1], avand suma functia:
0, daca x =0,
|

—1, daca z € (0,1],
care este discontinua in punctul x = 0, deci nu este derivabila in x = 0.

Pe de alta parte, seria derivatelor:
(0.0

> [—ane_"mQ +2(n — 1):56_("_1)’”2]
n=1
are suma partiala de ordinul n:

Sp(z) = —2nxe ™, ¥Yn>1, Yz el0,1].
Pentru Vz € [0, 1], lim Sp(x) = 0, deci girul de functii (S,),>1 converge simplu pe [0, 1]
la functia identic zero, functie derivabila. Deducem astfel ca nu este posibila derivarea
termen cu termen a seriei date.
Nu putem aplica Teorema 2.2.8 deoarece seria derivatelor nu converge uniform pe

[0, 1], sirul (S,)n>1 avand proprietatea:

~ ~ 1
M, = sup |S,(x)| = |Sn (—) =V2ne ' 5 00#0, n— .
xE[O,l}‘ (@) V2n 7

8. Este permisa integrarea termen cu termen a seriei:

> 2z [nQe’"QI2 —(n— 1)267("’1)2"’32] , v €]0,1]7
n=1

Rezolvare. Suma partiala de ordinul n a seriei este:
Sp(z) = 2n2ze™™ " n>1, z€l0,1].
Pentru fiecare x € [0, 1], Jim Sn(z) = 0, deci seria converge punctual pe [0, 1], avand

suma functia f(z) =0, Vx €0,1].

1
Deoarece M, = sup |S,(z)|=5,|—=
ze[0,1}| () (71\/§

rezulta ca seria datd nu converge uniform pe [0, 1], deci nu putem aplica Teorema 2.2.9.

)zn\/ielﬂ—)oo;é(], n — oc,
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1
Pe de alta parte, / f(z)dx =0, iar:
0

1 1 ) ) ‘
/ fu(z)dz = / [2n2x6_”2’”2 —2(n— 1)23?6_(”_1)21:2} dr = {—e‘" ¢
0 0
1 1

e(n—1)2 en?’

> 1 1
Seria |:7 - —
Il ngl 6(,”‘71)2 6”2

pentru n — oo. Deci:

o=/ [2fn<x>] w3 [ i =1

adica nu este posibila integrarea termen cu termen a seriei date.

~ 1
are sirul sumelor partiale S,(r) = 1 — —; convergent la 1
e

9. S& se arate ci pentru |z| < 1 are loc:

1+2x+4x3+8x7+_1
1+ 1422 1424 1428 C1—g
Rezolvare. Plecam de la seria:
m(l+z)+m(l+2?)+ - +In(l+2?)+-=> In(l+2").
n=0
Deoarece:
Su(@) =S In(1+2) = [[(1+2>)=In(1+2)1+2?) - (1+2) =
k=0 k=0
1_ 2n+1
:lnﬁ si 3 lim Sp(z) =In——, Ve (=1,1).

o
n ) 1
Rezulta ci seria Y _ In (14+2>") este punctual convergenti si are suma In T Vae

n=0

€ (—1,1). Deci:
= n 1
ln(l+2*)=ln—— Vz e (-1,1).
o 11—z

Vom aplica acestei serii de functii Teorema 2.2.8 de derivare termen cu termen. Fie

a € (0,1), arbitrar momentan fixat. Pentru I = [—a, o] avem:
o o
—seria »_ fn(0), unde f,(z) =In(1+2%"), fn:I— IR, este convergenta (> 0);
n=0 n=0
— functiile f,,, n > 1 sunt derivabile pe I;
oo 00 2nx2"—1
— seria derivatelor Y fi(z) = Y T este uniform convergentd pe I cu suma
x
g(x). Intr-adevar:
2”:1;211_1 2” N |l‘2n_1‘ n n—1 n n—1 n—1
_ogn=l | [p[2"=2" =l cogn1 2 =2n ol gl 2n i
1422 |~ 222" [= - ’
s -1
Vn > 1, Vo € [—a,al, iar seria Z 2" 10" 1 este convergents, conform criteriului
n=1
raportului al lui D’Alembert:
. An+41 . 2" . a2n_1 . on—1
lim = lim ————— = lim 2« =0< 1

n—oo n=oo 9n—1. 2" 11 n—0o
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SO LM 2" —1
Rezultd ci seria de functii > f1(z) = > Tr7 este uniform convergenta pe I cu
n=1 n=1 x
o¢]
suma h(z). Deci seria »_ f, este si ea uniform convergentd cu suma g(z) = T2 + h(x).
n=0

o
Conform Teorema 2.2.8 rezulta ca seria de functii Z fn este uniform convergenta pe

n=0
1 B 1y 1
I =[—a,al cusuma f(x) :lnl—x' In plus f' = g, deci g(x) = <1n1_x> =T
Deducem astfel ca: .
if’(:)z:)—L Vi€ [-a,a] < iQn L Vz € [—a,a]
n_on _1—37, ) n01+x2n _1_x: ’ .

Deoarece « este arbitrar din (0, 1), rezulta ca egalitatea de mai sus are loc pe intreg

intervalul (—1,1). Deci:
1 2x 43 87 1
o= —— Yaze(=1,1).
1—x+1+x2+1+x4+1+x8+ 1—2’ v€(-1.1)

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

10. Sa se determine domeniul de convergenta (absoluta si simpla) pentru urmatoarele
serii de functii:

© 2n \" T n < 9n/2gin"y: °° n®+1 T n
() g ()
a);<3n+1> (m—i—?) ) 2 n C);i’m?—l-n—i-? 2 — 1

= n=1 =
11. Sa se studieze convergenta (simpla, uniforma) a urmatoarelor serii de functii pe

multimile indicate:
> 3 5
a) Z(x—l)(?—x)": a) o€ [2 -

n=1

ag) T € [1,3)

by) x € [g,2r —¢], 0 <e <2m; by) z € (0,27).

se studleze natura urmatoarelor serii de functii:

M8|| M8 ol Mg

sinnx

n6+ G,xeﬂ% Zarctg ey 4,:1:€R;
, T € IR.

n4x2+1

n=1
13. Sa se arate ca seria urmaétoare nu este uniform convergenta pe intervalul I = [0, 1],

dar suma sa este o functie continua pe I:
o

> [n:ce’m —(n— 1):1:6’("’1)"’3}.

n=1
14. Este permisé derivarea termen cu termen a seriei:

Zarctg et xeR?

n=1
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15. Este permisa integrarea termen cu termen a seriei:

> 1
arctg ——, x € |a,b| ?
nzl ' g:c2+n2 7 € o]

§3. SERII DE PUTERI

O serie de functii de forma:

ag+ a1z 4+ ax’ + -+ ax" +--- , r€ R, (2.3.1)
oo oo
cua; € IR, i = 0,1,... se numeste serie de puteri. Se noteaza Z a,z" (sau Z apx"

n=0 n=1
pentru seria a1z + apx® + -+ - 4+ a, " + - - ).

Teorema 2.3.1 (Abel). Orice serie de puteri este convergenta in origine.
o

a) Daca o serie de puteri Z apx" este convergenta intr-un punct xy # 0, atunci seria
n=0
este absolut convergenta in orice punct z cu |z| < |z
o

b) Daca o serie de puteri Z apx" este divergenta Intr-un punct x; € IR, atunci ea

este divergentd in orice punct z cu |z| > |-

Teorema 2.3.2 (de existentd a razei de convergentd). Fie seria de puteri
(2.3.1). Atunci 3r € [0,+o00] cu urmatoarele proprietati:

a) pentru ¥V € IR cu conditia |z| < r seria este (A.C.);

b) pentru Vz € IR cu |z| > r seria este (D);

¢) pentru V o € (0, ) seria este uniform convergenta pe [—p, o] C (=71, 7).

Elementul r din Teorema 2.3.2 se numeste raza de convergenta a seriei de puteri
(2.3.1). Multimea punctelor de convergentd A a seriei de puteri (2.3.1) verifica sirul de
incluziuni:

(=r,r) CAC[—rr7].

Teorema 2.3.3 (Cauchy-Hadamard). 1Fie seria de puteri (2.3.1) cu raza de
convergenta r si fie w = nh_)rgo M. Atunci r = " daca w € (0,00), r = 0 daca w = o0 si
r = oo daca w = 0.

Teorema 2.3.4. Daca 3\ = lim

n—oo
daca A = oo si r = oo daca A = 0.

Gp+1
Qn

— 1
ERatunCir:Xdacé)\E (0,00), 7 =0
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Teorema 2.3.5 (Abel). Daca seria de puteri (2.3.1) are raza de convergenta r, iar

seria este convergenta in punctul x = r (x = —r) atunci suma seriei S(x) este continua
in punctul z = r (respectiv z = —r), deci:

lim S(x) = S(r), (respectiv tim. S(x) = S(-r)).

<7 T>—r

Proprietati ale seriilor de puteri

a) Suma unei serii de puteri este o functie continua pe multimea de convergenti a
seriei.

b) Orice serie de puteri poate fi integrata termen cu termen pe orice interval compact
[, A] inclus in multimea de convergentd. Seria de puteri obtinuta prin integrarea pe
[0,2], = € (—r,r) are aceeasi raza de convergenta ca si seria initiala.

¢) Orice serie de puteri poate fi derivata termen cu termen pe intervalul deschis de
convergenta (—r,r). Seria obtinuta are aceeasi raza de convergenta ca si seria initiala. In
plus, functia suma S(x) a seriei de puteri este indefinit derivabila pe intervalul (—r,r),
iar derivata sa de ordinul n este egala cu suma seriei derivatelor de ordinul n.

Operatii cu serii de puteri
o0 o<

Fie seriile de puteri Z apx" si Z b,x" cu razele de convergenta rq, respectiv ry, iar
. .
A € IR*. Atunci:
o0
a) Seria Y _(an + b,)z" are raza de convergentad r > min{ry, o},

n=0
00

b) Seria »_(Aa,)z" are raza de convergentd ry.

c) Produsul dupa Cauchy al doua serii de puteri cu razele de convergenta ry si 7o
este tot o serie de puteri a carei raza de convergenta este r > min{ry, 5 }. In plus, suma
seriei produs este egala cu produsul sumelor celor doua serii pe intersectia multimilor de
convergenta.

O serie de functii de forma:

ap+ai(x—a)+a(z—a)’+--+a(x—a)"+-- ;z€R

unde a € IR se numeste serie Taylor.
(o)

Punand y = = — a intr-o astfel de serie obtinem seria de puteri » _ a,y". Daca (—r,r)
n=0
este intervalul de convergenta a acestei serii atunci (—r + a,r + a) va fi intervalul de

convergenta a seriei initiale. Toate proprietatile seriilor de puteri se mentin pentru seriile

Taylor.
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Dezvoltarea functiilor in serie de puteri
Fie functia f : I — IR, I un interval din IR, iar a 6;. Presupunem ca f este indefinit
derivabila in z = a.

Seria:

3 f(:!(a) (x — a)" (2.3.2)
n=0
se numeste seria Taylor atasata functiei f in punctul a.

Daca a = 0 seria (2.3.2) se numeste seria Mac-Laurin a functiei f.

Fie I' intervalul de convergenta a seriei (2.3.2). Vom spune ca functia f este dez-
voltabila in serie Taylor sau serie de puteri (pentru a = 0) pe intervalul I' N I daca ea
este suma seriei (2.3.2) pe I' N 1.

Teorema 2.3.6. Functia f : I — IR este dezvoltabila in serie Taylor pe I' N I daca
si numai daca ea este indefinit derivabila pe I si restul ei de ordinul n din formula lui
Taylor tinde catre 0 pentru n — oo, Vx € I' N 1.

Teorema 2.3.7. Fie f : I — IR, unde [ este un interval simetric fata de a (I =
=a— «a,a+ «)). Daca [ este indefinit derivabila pe I, iar girul derivatelor este uniform
mirginit pe I, adica IM > 0 ai. [fF(z)] < M, Yo € I, Yk € IN* atunci f este

dezvoltabila in serie Taylor pe I.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine raza si multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de

puteri:

d) >

x 3 3
a1 b+ 1) (b+n) -
Rezolvare. Notam cu a,z" termenul genera

| seriilor de mai sus.

Qo

a) Deoarece:
Wnir| _ gy 2D
an, n—o (n+ 1)(n + 2)

lim
n—oo

o
deducem ci raza de convergen{a a seriei este r = 1. Deci pentru z € (—1,1) seria » _ a,z"
n=1
este (A.C.), iar pentru z € (—oo, —1) U (1, 00) seria este divergenta.
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Sa studiem in continuare seria in extremitatile intervalului (—1,1), adicd in x = 1 si

s 1
x = —1. Pentru x = 1 seria de puteri devine Z ————, serie numerica care are aceeasi
—nn+1)
o
y U : o : - o 1
naturd (conform criteriului de comparatie cu limitd) cu seria armonic generalizata » —
n=1
convergenta. Deci pentru x = 1 seria este convergenta. Pentru x = —1 seria devine
> (=1 : y : : e
Z ﬁ, serie absolut convergenta, deoarece seria modulelor este seria studiata mai
n(n
1

> 1
sus ————, care este convergenta.
PRpIEESY i

> A.C. t el—1,1
Deci Z a,x" este ( ) pentru =z € | ]
n=1 (D) pentru z € (—oo,—1) U (1, 00).

b) Aplicim Teorema 2.3.3. Deoarece:
n+1
lim {/|a,| = lim <1 + —) =e,
n— 00 n—o0o n
o
rezultd cd raza de convergentd este r = —, deci seria Y a,z" este (A.C.) pe intervalul
e

n=1

1 [e%e] 1 n+n
Pentru x = — seria este Z — <1 + —) . Termenul general al acestei serii este
2 2 n

)n—l—l n

n=1

(1+1

b, = |——| >1, ¥n > 1, (vezi {[20], Capitolul 2, §1, Problema 3}), deci b, 4 0,
e

pentru n — oo, adica seria este divergenta.

1 [ee] —1)" 1 n<+n
Pentru x = —— avem seria Z ( n) <1 + —) cu termenul general ¢, =
e ot n
= (=1)"b, # 0, pentru n — oo, deci este o serie divergenta.
11
. o0 (A.C.) pentru x € (——, —)
In concluzie, seria Z a,x" este € 61 1
=1 D) pentru z € [ — o0, ——| U |—, 00).
" (D) p (—oe=;]u[Zo0)
¢) Avem:
-9 n+1l _ 3n+1
lim |24 = i (52 . — 3,
n—oo | q, n—oo n+1 (_2)72 —3n

deci raza de convergenta este r = 3

1 e > 11 2" 1
Pentru z = 3 obtinem seria numerica Z Cp = Z {— . <—§> - —
n n

. Seria Z b, =
n=1

n=1 n=1

o0 1 n

= Z — - <—§> este absolut convergenta, dupa cu rezulta din criteriul lui D’Alembert

n
n=1

aplicat seriei modulelor:
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b 1 2\ 2
Y e A 4
3
o o
iar seria Z — este divergenta. Rezulta atunci ca seria Z cn este divergenta.
n=1 n=1
1 R — [[2\" 1 ( ) 1
Pentru x = —— avem seria Z d, = Z <—> . . Seria Z ( ) — este
3 n=1 n=1 3 n
y o : = (=)n : y y
absolut convergentd (vezi mai sus), iar seria » este simplu convergenta. Rezulta
— n
o n=1
atunci ca seria Z d, este simplu convergenta.
n=1
o (A.C.) pentru z € (—1/3,1/3)

Deci seria Z a,x" este ¢ (S.C.) pentru x = —1/3
et (D)  pentru z € (—oo, —1/3) U[1/3, o0).
d) Deoarece:

. Qp+1 . a+n—+1
lim = lim —— =1,
o
deducem ca raza de convergenta a seriei Z ap,x" este r = 1.
n=1

i) Pentru x = 1 obtinem seria numerica cu termeni pozitivi:
i ala+1)---(a+n)
i Do+ 1) - (btn)
a carei natura o studiem cu criteriul lui Raabe-Duhamel:

b 1 b—
1) = lim n btn+. 1 lmM—b—a.
n=oo \ag+n+1 S onmoqg4n 1

lim n
n—oo an+1

Dacib—a>1= ) a, (C),dacéb—a<1$2an (D), iar daca b — a = 1 rezulta ca

n=1 n=1
seria: ( Voo
gan_;b(wrl)--( Z:: +n+1
este divergenta.
ii) Pentru x =-1 obginem seria de tip Leibniz:
Z ala+1)---(a+n)
— b(b+1)---(b+n)’

am1_a+n+1
a, b+n—+1

ii;) Daca a > b atunci > 1, deci a, /4 0, pentru n — oc. Rezulta ca

seria —1)"a,, este divergenta.
> g

an+1

iiy) Daca a < b sirul (a,),>1 este strict descrescator < . <1, Vn> 1). Vom arata in
n

continuare ca le a, = 0. Pentru aceasta sa consideram sirul (b,),>1 pentru care sirul
n—oe -

(ap)n>1 reprezinta girul mediilor aritmetice:
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bbby,

Qn

n

by £ byt +b, . .
Din a,, si a,_1 = 1t 2+_ + On1 deducem ca b, = na, — (n — 1)a, 1. Inlocuind pe
. _afa+1)---(a+n) G a _ala+1)---(a+n—1)
" bb+1)-(b4+n) T bbb+ 1) (b+n—1)
deducem:

in ultima relatie de mai sus,

(a—b+1)n+b
n+b '

Deoarece sirul (a,),>1 este convergent (monoton descrescator gi marginit inferior de 0),

bn = Qp-1 -

(2.3.3)
rezulta cd 3 lim a, = I. Din relatia (2.3.3) obtinem ca 3 lim b, = (a—b+1)l. Conform
{[20], Capitolul 2, §1, Problema 12, Consecinta 1}, deducem c& nlggj b, = HILIEO a,, deci

l=(a—b+1)l=1=0 (a <b). Rezulta ca sirul (a,),>1 este monoton descrescator la

0 si atunci conform criteriului lui Leibniz deducem ca seria Y _(—1)"a,, este convergenta

n=1
(simplu).
o
Pentru a studia absoluta convergenta a acestei serii, adica convergenta seriei Z ap,
n=1

folosim concluziile din cazul i) x = 1. Obtinem:
> (A.C.) dacd b—a > 1,
Z(—l)”an
ne1 (S.C.) daca b—a<1.

In concluzie:

- pentru a > b Z a,x” este

n=1

- pentru a < b avem cazurile:

(A.C.) daca z € (—1,1)
(D) dacd z € (—o0, —1]U[1,00).

oo
(a) a <b—1seria Y a,z" este

n=1

(A.C.) daca z € [-1,1]
{ (D) daca x € (—o0,—1) U (1,00).
o (A.C.) daca z € (—1,1)
(b) @ >b—1seria Y _ a,z" este § (S.C.) daci z = —1
o (D)  daci z € (—oo, —1) U[L, ).
e) Vom arata ca @ /| sinn| = 1 cu ajutorul caracterizarii cu £ (vezi {]20], Capitolul
2, 81}):
)Ve>0VnelN In' >n ai ap >1—¢
ii)Ve>0 IN(e) e N ai Vn> N(e) = a, <1+e,
unde «,, = {/|sinn|.
A doua proprietate ii) este evidenta deoarece a,, < 1. Pentru a o demonstra pe prima
sa consideram un £ > 0 arbitrar, momentan fixat si sa notam 1 — =05, b < 1. Va trebui

V) . v . N ! . v
sa determindm pentru orice n € IN un rang n’ € IN, n' > n ail. %/|sinn'| > b. Daca
)
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e > 1 proprietatea este imediata. Presupunem in continuare ca ¢ € (0,1}, deci b € [0, 1).
Inegalitatea de mai sus este atunci echivalentd cu |sinn'| > b". Fie n € IN arbitrar,

momentan fixat. Vom ardta cd 3n’ > n a.i. |sinn/| > 5 si 0" < —. Deoarece b" — 0

h%o —

pentru n — oo (daca b € (0,1)) rezultd cad In; > n ai b < =, Vn > n; (relatie

[\

evidenta gi pentru b = 0). Pentru ny € IN 3k € IN ai. km > n; (> n) (se poate lua
k = ny). In intervalul [kn, (k4 1)7] existd trei numere naturale. Pentru ny = [(k+1)7]—1

1
avem |sinng| > 3 <n2 € (lm—l—%,(k—i—l)ﬂ— %)) Deci pentru n € IN Iny > n al.

| sin ng| > 5 > 0", de unde rezulta proprietatea i).

Din i) gi ii) rezulta ca lim {/|a,| = 1, deci raza de convergenta a seriei de puteri este
n—oo
r=1.

o o
Pentru z = +1 seriile »_sinn si »_(—1)"sinn sunt divergente, deoarece sinn -/ 0,
n=1 n=1

pentru n — oc (se poate construi un subsir (ng)remn, nx € [2k7, (2k+1)7] ai. sinny > 1
de fapt nici A lim sin n).
s A.C. entru x € (—1,1
Deci seria Z a,x" este ( ) p ( )
ne1 (D)  pentru z € (—oo,—1] U1, 0).

2. Sa se determine multimea de convergenta a seriilor de puteri generalizate:

0 e () e
¢) ni::l l1.23-‘45-.é:-(-27(12;)1)] <LE;1>” pe i

Rezolvare. Seriile de mai sus se pot studia in mod asemanator seriilor de functii
din §2, Problema 1. Le vom studia in continuare privindu-le ca niste serii de puteri

generalizate.

+ s . . . .
, © € IR\ {1}. In acest fel seria devine o serie de puteri in
x

a) Sa notam cu y = T

variabila y:

<]
" 2.3.4
nZ::l a1’ (2:3.4)

. Onyl
Deoarece lim ——~ =1, (a, =
n—oo  q, 2n+1

este 1. Pentru y = 1 seria Z

), rezulta ca raza de convergenta a seriei (2.3.4)

este divergenta (are aceeagi natura cu seria armonica

n=1

divergentd Y  —), iar pentru y = —1 avem seria » _(—1)" care este (S.C.), conform
—n — 2n+1

criteriului lui Leibniz gi a concluziei din cazul y = 1.
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(A.C.) daca y e (—1,1)
y" este ¢ (S.C.) daca y= -1
(D) daca y € (—oo, —1) U [1, 00).
Revenind la variabila = obtinem urmatoarele concluzii:

1 > 1 1
- pentru —1 < 1+:1: <lseze€(—o00,0) seria22n+1< R

— T

o0
Deci seria
21 2n+1

n=

)n este (A.C.);

1 1—=z

- deoarece ’ # —1 rezulta ca pentru z € [0,1) U (1, 00) seria de mai sus este (D).

b) Notam cu y = tgx. Obtinem astfel seria de puteri:

o 33n(n|)3
", 2.3.5
3n , 13
Fie a, = %, n > 1. Avem:
lim M — i 33 [(n + 1)1 GO fim 27(n + 1)3 _,
n—co q,  nooo  [3(n+1)]! 33 (nl)?  n=oo (3n+1)(3n +2)(3n + 3)

Rezulta cd raza de convergenta a seriei de puteri (2.3.5) este 1.

oo 33n . (n|)3

Pentru y = 1 obtinem seria Z pe care o studiem cu criteriul lui Raabe-

n=1 (Sn)'
Duhamel:
n ) 3 1)(3 2 ) —9n -7
lim n a4 —1]=1limn Brn+1)(Bn + )—1 = hmw:—1<1.
n—00 (i1 n—oc g(n + 1)2 n—00 9(n + 1)2
o<
Deci seria Z a, este divergenta (se arata ca a, /4 0, n — 00, vezi mai jos).
=1
! > 33 . (n!)3
Pentru y = —1 avem seria alternata Z(—l)"W Deoarece:
— n)!
Uni1 In+1)*  9n*+18n+9

= = > 1, A > 1,
an Bn+1)3n+2)  9n?+9n+2 "=

rezulta ca girul (a,),>1 este strict crescator, deci lim a, # 0. Deducem cé seria > (=1)a,
- n—oo

n=1
este divergenta.

In concluzie pentru tgz € (—1,1) & = € Ugey (—% + km, % + lm) seria din enunt

este (A.C.), in rest fiind divergenta.

r—1 s
c¢) Notam cu y = —5 Avem de studiat seria de puteri Z apy”, unde a, =
n=1
1-3:5---(2n—1)1"
= l 516 ( ?Qn) ) . Din nh_)rrolO a2:1 = 1 rezulta ca raza de convergenta este 1.

Pentru y = 1, conform {[20], Capitolul 2, §2, Problema 9.i)}, deducem c& seria » _ a,, este

n=1
(C) daca p > 2,
(D) daca p < 2.
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Pentru y = —1, conform {[20], Capitolul 2, §2, Problema 14,d)}, deducem ca seria
N (A.C)), p>2,

> (=1)"a, este ¢ (S.C.), pe€(0,2],

(D). p<o.

Deci avem urmatoarele concluzii pentru seria de puteri Z any™:
n=1

(A.C.) pentru y € [—1,1],
(D)  pentru y € (—oo, —1) U (1, 00);
(A.C.) pentru y € (—1,1),
~daca 0 <p <24 (S.C.) pentru y=—1,
(D)  pentru y € (—oo, —1) U[1, 00);

-dacép>2{

A.C. t € (-1,1),
- dac p < 0 (A.C.) pentru y € (—1,1)

(D)  pentru y € (—oo0, —1] U [1,00).

-1 -1
Tinand cont ca ? 5 =V deci x = 2y + 1 deducem pentru seria Z (i, <$ 5 > :
n=1

A.C. t c€[-1,3
-dacép>2 ( ) pentru z € [=1,3],

(D) pentru x € (=00, —1) U (3, 00);

(A. pentru z € (—1,3),
-daca 0 <p <2 (S pentru z = —1,
(D) pentru z € (—oo, —1) U [3, 00);
(A.C.) pentru z € (—1,3),

- daca p < 0
(D)  pentru z € (—oo,—1] U [3,0).

3. Sa se arate ca functiile:
fi(z) =sinz, fo(x) =cosz, f3(zr)=¢€* z€R
sunt dezvoltabile in serie de puteri pe IR si sa se determine seriile Mac-Laurin corespun-
zatoare.
Rezolvare. Prin inductie matematica se arata ca:
fl(")(x) = sin (m + n77r> , Vze R, Vne N,
()—cos< ;),VxEIR, Vn e IN,
( )=¢% Ve e R, VYneN.

Deoarece |f1 (x)\ <1, |f2 (x)\ <1, Vz € R, Vn € N rezulta, conform Teoremei
2.3.7, ca fi si fy sunt dezvoltabile in serie de puteri pe IR.

Pentru functia f3 sa consideram un punct a > 0 arbitrar, momentan fixat. Deoarece
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M (2)| < e, Va € [—a,a], Yn € IN, deducem conform aceleiagi teoreme ci f3 este
dezvoltabila in serie de puteri pe intervalul [—a, a]. Dar a fiind un element arbitrar, rezulta
ca f3 este dezvoltabila in serie de puteri pe IR.

Avem: f™(0) = 0 pentru n = 2m, f™(0) = (=1)™ pentru n = 2m + 1, £”(0) =
= (—1)™ pentru n = 2m, fg(")(O) = 0 pentrun = 2m+1, f§")(0) =1, Vn € IN. Obtinem

astfel urmatoarele dezvoltari in serii de puteri:

' T $3 $5 $7 . x2m+1
smx:ﬁ—§+§—ﬁ+“‘+(_1) m+"" v € IR,
x? xt 28 m$2m
COSiF:l_g"‘E_a"'""'_(_l) W""'" v € IR,
2 n
em:1+£+x_+...+x_+..., xr € IR.
1 2! n!

4. Sa se arate ca functia f(z) = (1+2)*, =z > -1, a€ R, a#0,1,2,--- este dez-
voltabila in serie de puteri si sa se gaseasca aceasta dezvoltare, specificandu-se intervalul
in care este valabila.

Rezolvare. Sa consideram urmatoarea serie de puteri, numita seria binomiala:

o0 1 —1)(a—-n+1
Zanxnzl—%gx—l—MaﬁQﬂL---ﬂLa(a ). (aznt ):r"—ir (2.3.6)
n=0

1! 2! n!

Vom demonstra ca aceasta serie are raza de convergenta egala cu 1 gi suma egala cu
p— «

flz) =01+ x)~
Deoarece:

a-n

An+1 .

——| = lim
an n—oo n, _|_ 1

rezulta ca raza de convergenta a seriei (2.3.6) este r = 1, deci multimea A de convergenta

lim

n— 00 ’

a acestel serii satisface relatia (—1,1) C A C [-1,1].
Sa notdm cu s(x) suma acestei serii pe intervalul (—1,1). Vom ardta ca s(z) =
= f(z), VYx € (—1,1). Folosind proprietatea de derivare a seriilor de puteri rezulta ca
functia s(z) este derivabila pe (—1,1) si:
a ala—1) ala—1)--(a—n+1)

oy & nly . ~1,1). (2.3.
s'(x) 1!+ T T4+ (=1 "4 VY e (—1,1). (2.3.7)

Inmultind aceasta relatie cu x obtinem:

s (1) = o oa-1) , ala-1)-(e-n+tl)

1! 1! (n—1)!

2", Vae (=1,1). (2.3.8)
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Adunand relatiile (2.3.7) si (2.3.8) membru cu membru, avem:

(1+x)s'(x)=%+(%+%>x+---+[a(“‘”é;'(“‘"h

alo—1)--(a—n+1)
(n—1)!

(2.3.9)

]:1:"—1—---, Ve (-1,1).

Termenul general al seriei obtinuta mai sus este:
ala—=1)(a—n) +a(a—1)---(a—n+1) ala=1)-(a—n+1) <oz—n+

n! (n—1)! B (n—1)! n
L) = on(oz—l)--n-'(oz—n—l-l).
Deci egalitatea (2.3.9) devine:
(1+2)s'(x) =a+%2:17+---+aQ(a_l).g!(a_nﬂ)xn*“a Vae (-11),

de unde rezulta ca:
(1+2)s'(z) = as(z), Vz e (-1,1). (2.3.10)

Suma s(z) este diferiti de 0 in orice punct € (—1,1). Intr-adevir, daci am pre-
supune ca 3 un punct x; € (—1,1) a.i. s(z;) = 0, conform relatiei de mai sus ar rezulta
prin deriviri ci s™ (x1) =0, Vn > 1. Conform teoremei lui Taylor de dezvoltabilitate in
jurul punctului x; rezulta ca s(x) este o functie constanta si anume functia nula, absurd,
caci s(0) = 1. Deci s(z) # 0, Vo € (—1,1) si atunci egalitatea (2.3.10) se scrie in mod

echivalent:
s'(x) o

s(x) T 14z
Prin integrare, obtinem:

Ins(z) =aln(l+z)+InC, C>0 sau s(z)=C(1+x)* Vze (-11).
Deoarece s(0) = 1 deducem ca C' = 1, deci s(z) = (1 +2)* = f(z), Vo € (—1,1).

Astfel am aratat ca:

, Vo e (—1,1).

-1 — 1) (a — 1
(1+x)a:1+%x+%x2+...+a(a ) '(O‘ n+ )l,n_'__._’

(2.3.11)

V€ (—1,1), seria din membrul drept al egalititii de mai sus fiind absolut convergenta
pentru Vz € (—1,1), Va € R.

In extremititile intervalului (—1, 1) facem urméitoarele observatii pentru seria (2.3.6):

a) Daca o > 0 atunci seria (2.3.6) este (A.C.) si in punctele z = 1 i x = —1 si atunci,
conform Teoremei 2.3.5 suma sa va fi lirq flx)=2%nz=1s5i lim1 f(x)=0inz = —1.
T T——
z<1 z>—1

Intr-adevar pentru z = 1 avem seria:
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- (a—n+1)

Zanzl—i-za(a_ ' .
n=0 n=1

n!
Deoarece:
. |a S a . n+1
lim || =1 si 11mn< = —1>:11mn< —1>:
n—00 an n—00 an+1 n—00 n— o
. nla+1
= lim Q:a+1>1,
n—oo n — o
o¢] o¢]
rezultd ca seria Y _ |a,| este (C), deci seria Y _ a, este (A.C.).
n=0 n=0
oo oo
Pentru x = —1 obtinem seria alternati » _(—1)"a,. Deoarece seria modulelor » _ |a,|

n=0 n=0
este (C), conform celor de mai sus, rezulta ca si aceasta serie este (A.C.).

o.¢]
Deci pentru o > 0 seria »  a,z" este (A.C.) pentru z € [—1,1] cu suma f(z), in rest

n=0
fiind divergenta.
o
b) Dacd —1 < a < 0 vom ariita ci seria Y _ a,z" este (S.C.) in z = 1 si divergenta in
n=0
xr = —1. Pentru x = 1 avem:
—a)(—a+1)- - (~a+n-1
n!
—a)(-a+1)---(—a+n-—-1
Procedam ca in Problema 1,d). Notam cu b, = (a)(za+ 1) ; (ot ), n > 1.
n!
b 1 —a+n
irul (b, ),>1 este strict descrescator, deoarece ntl — < 1 giin plus lim b, = 0.
?‘ ( ) >1 b, n+1 g b n—00
Intr-adevar, pentru a arata acest lucru sa consideram girul (¢, ),>1 cu proprietatea:
b — 61+CQ+"'Cn
bt
n c
Din relatia b, = %{ZH deducem ca ¢, 11 = (n 4 1)bp 1 — nby, adica:
n

(n+1)! n!
= (—a)b,, Yn > 1.

)(—a)(—a+1)---(—a+n) (—a)(—a+1)--(—a+n-1)

Cn_|_1 = (n+].

(2.3.12)
Sirul (b, )n>1 avand limita (este monoton descrescator si marginit inferior de 0), rezulta din
(2.3.12) ca 3 lim ¢, = (—a) lim b,. Deoarece sirul (b,),>1 este sirul mediilor aritmetice
n—oo n—oo -
ale girului (¢,)p>1, avem lim b, = lim ¢, 2" . de unde, conform ultimei relatii de mai
- n—oo n—oo

sus, rezulta ca [ = (—a)l, deci | = 0.

oo o
Aplicand criteriul lui Leibniz, rezultd ca seria »_ a, = > (—1)"b, este convergenta
n=1 n=1

(simplu). Aceasta serie nu este absolut convergenta, deoarece seria modulelor:
ibn _ i (—a)(—a+1)- - (—a+n-—1)
n=1

n!

n=1
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este divergenta, conform criteriului lui Raabe-Duhamel:
by, ) 1
limn( —1>:11mn<n+ —1>:a+1<1.
n—00 bn-l—l n—o00 —a+n

Din Teorema 2.3.5 deducem ca suma seriei Z a, este hm f(z) = 2%

n=0 z<1
o<
Pentru x = —1 obtinem seria 1 + Z b, cu termeni pozitivi, care este divergenta, asa
n=1

cum am vazut mai sus. o
Deci dacd —1 < o < 0 seria »_ a,2" este (C) pentru z € (—1,1] cu suma f(z) si

n=0
anume (A.C.) daca x € (—1,1) si (S.C.) daca = = 1, in rest fiind divergenta.

¢) Daca a < —1 seria Z apx" este divergenta pentru x = —1 §i x = 1, deoarece sirul
(lan|)n>1 este monoton creg(::gtor:
Ont1| _ ZOHD > 1, deci a, /4 0, pentru n — oc.
an n—+ 1Oo
Deci in acest caz seria Y _ a,z" este (A.C.) pentru z € (—1,1) cu suma f(z), in rest fiind
divergenta. "
Concluziile pentru seria (2.3.6) sunt urmatoarele:
a) Daca a € (0, 00) seria i anz" este:
n—0

{ (A.C.) pentru z € [-1,1] cusuma f(z) = (1+x)%,
(D)  pentru z € (—o0,—1) U (1, 00).

b) Daci a € (—1,0) seria »_ a,z" este:
n=0

(A.C.) pentru x € (—1,1) cusuma f(z)= (1+x)°,
(S.C.) pentru x =1 cusuma f(1) =29,
(D)  pentru z € (—oo,—1] U (1, 00).

o

¢) Daci o € (—o0, —1] seria Y _ a,z" este:
n=0
(A.C.) pentru z € (=1,1) cusuma f(z)= (14 z)°,
(D)  pentru z € (—oo,—1] U1, 00).
5. Sa se dezxiolte in serie de puteri urmatoarele functii: .
S 1; 1; =— 1
D) f@) = o <L b f@) = el <1 6 f@) = el <
d) f(z) = arctgz, [z/ <1; e) f(z) =In (1+$) o] <15 ) f(z) =In(1-2), |z] <1;
) 1
9 f@) = VIFE, Jal <1 W) f@)=vVI=E, ] <1 0) fle) = ——— el <1;
1 1+=x
i) f(z) = N [z <1; k) f(z) =In(z+v1i+a?), |2/ <L 1) f(z)= 1ot 2
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xT

x| <1; m) f(z) =

, |z] <1; n) f(x) =sin2zx-cosdzx, x € IR;

11—z
: 2
sin x
, daca z € IR\ {0},
o) f(x) = ( x ) \ 10}
1, daca z = 0.
Rezolvare. a) In egalitatea (2.3.11) luim o = —1. Obtinem:
1
=l—z+2* -2+ (-D)"2"+---, |2| <1
1+=x
b) Trecand pe z in —z in relatia de mai sus, avem:
1
: =l+z+a”+2°+ 42"+, [z <L
—x
¢) In egalitatea de la punctul a) trecem pe  in #2 si obtinem:
1
=1-2?+2' =2+ ()" 2 4, 2] < 1.
1+ 22
d) Integrand de la 0 la  termen cu termen relatia de mai sus, rezulta:
P B I 1
arctgr =0 — —+ — — — +---+ (=1)" -+ 0 |z < 1.
& T I A e T
Deoarece f(0) = 0 constanta de integrare C' este egald cu 0. Obtinem astfel:
P B I 22+
arctgr =2 — —+ — — —+---+ (=1)" +o0, ] < 1L
& 35 7 T I
Deoarece seria obtinutd este convergenta pentru z = 1: Z(—l)"2 1 (conform
n=0 n
criteriului lui Leibniz) si pentru x = —1: Z(—l)"“2 1 (conform aceluiasi criteriu)
n=0 n

rezulta, aplicand Teorema 2.3.5, ca egalitatea de mai sus are loc pentru z € [—1,1]. Luand

x = 1 obtinem:
s 11 1
S s I g AT
4 3+5 7+ + )2n+1+ ’

formula care ne permite sa calculam cu aproximatie numarul 7. Din punct de vedere

istoric seria de mai sus a fost prima serie folosita in calculul numarului 7.
Pentru calculul lui 7 putem gasi o serie mai rapid convergenta decat seria alternata

s
de mai sus de suma arctgl = —. Anume, fie arcul « astfel incat tga = 5 Rezulta ca

5
tg2a = —, iar tgda = —. Deci 4a difera foarte putin de T Fie:
12 119 4

tgda — tg T 20 _ 1
7:404—1: tgy = i 120 — 5aq°
4 I+tgda-tgd 1+ 239

T 1 1
Deci: — =4a —~v =4arctg— — arctg —.
eci 1 a—y arctg : arctg 23?

5 s S . . 1 .
Inlocuind in seria lui arctgx pe x cu R si apoi cu 239’ obtinem:
m = 3,1415926535...

Cu acest procedeu 7 a fost calculat de W. Schanke cu 707 zecimale.
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O alta metoda de calcul a numarului 7, folosind dezvoltarea lui arctg x este urmatoarea:

s 1
fie a i f doua unghiuri pozitive astfel incat o+ 5 = 1 Notam tga = —, p > 1. Atunci
p

1-1 -1
v ) D i
=—— tg 8 = P -2"__—D :
16 g o dar gp ] % P eci avem

s ; 1+ ; p—1
— = arctg — + arctg ——.
4 gp gp—i—l

Euler a folosit pentru calculul lui 7 formula:

1 3 s 1 3
= 20arctg? + 8arctg — & — = 5arctg? +2arctg%.

79 4
e) Integram seria de la punctul a) de la 0 la = termen cu termen:
1,2 LE3 l,n—l—l
m(142)=0— — +2% .y (=1)" <1.
n(l+z)=uzx 5 T3 + ( )n+1+ , |zl

(constanta de integrare este 0), egalitate valabila si pentru z = 1.

f) Integrand seria de la punctul b) termen cu termen, obtinem:

T x3 1
—In(1=2) = P S . o ST <1
n(l—2) =zt Td e e el <
de unde rezulta: ; "
T T "
n(l-2)=—2— — — — —---— — <lsiz=-1.
n(l—ux) -5 o .z $ix

. 1
g) In egalitatea (2.3.11) luim a = 3 Gasim:

B 1 1, o 1-3-5---(2n—3)
\/1+x—1+2.1!x—22_2!x +- 4+ (—1) - "4z <1
six = =1.
h) Trecem pe x in —x in egalitatea de mai sus. Obtinem:
1 1, 1:3:5---(2n—3) ,

\/1—x:1—2.1!x—22.2!:c —- —1 ST "=, |zl < 1lsiz = £l
i) In egalitatea (2.3.11) luim o = -5

1 1 1-3 1-3-5---(2n—1) ,

TR TR TS TR 2" -l T el <

xr = 1.

j) In relatia de mai sus trecem pe z in z°:

1 . 1, 1-3 4 ,1:3:5--(2n—1) o,
e lTrn Tt Tl 2.l T ol <
si v = =+1.
k) Integrand ultima relatie obtinutd termen cu termen, avem:
z? 1-3 . (n—=1M
In(z+vV1+22)=2— + z° 4+ (—1) +

3-2-11 ' 5-922.2] 2n+ D)(2n)1"

+oo0y lzl < 1giax =+l

1) Avem: f(z) = T2t - 12

1+z 1— a2 1
= =(1—-2?%)- .
(1—2%) 3

3.
3

Pentru 1 folosim dezvoltarea b) in care trecem pe z in z°; avem:

— 3
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1

1 — a3
Rezulta atunci pentru f dezvoltarea:

f@)=1-2)1+2"+a2+2° +- 4 2™ +...) =
=l1-a2?+2% -2+ a2+ 4P =2 2] < 1

=1+ +2°+27+- - +2" +- [z] <L

si e”, obtinem:

m) Folosind dezvoltarile functiilor ;
-z

2 "
f(zx) = <1—|—1|—|—§+ +F+--->-(1—|—a:—|—x2+---+:c"+---):

1 11y, 11 1
:1+<1+ﬂ>x+<1+1|+2|>x +"'+<1+1'+2'+"'+H>x e, 2] < 1
1
n) Avem: f(x):s1n2x-cos4x:§[sin6x—s1n2$].
Deoarece: o) (22)° 2y
. 2z 2z n (22)°"
sin2e = (20) = S 4 T e )(2n+1)+”"xElR’
. _ (6z)®  (6x)° " (6z)%n+!
sm6x—(6x)—T+T— --+(—1)m+...’xeﬂg,
rezulta ca: , , - -
1 6 -9 6n —_92n
=~ |(6-2)z - S (o T ey | 2
o) =5 |6 = Do = —g—am 44 (CD)" =5 =y, +
o 62n+1 _ 22n+1 —_—
= 1) ™" € R.
nz;;( S en T
0) Avem
1 —cos2x
—————, daca R\ {0
fla) = oz dacd w € RA{0}
1, daca z = 0.
. _ (2z)2  (22)* . (2z)%"
Din: cos2z =1 — 51 + m — 4 (=1) )l +.-., z€ R,
rezulta ca:
23 25 227171
fl)=1- =2+ —2" — .. 4 (=1)""! 2?4z e R\ {0},

4! 6! (2n)!
egalitate valabila gi pentru x = 0.

6. Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii de puteri pe intervalele lor de convergenta:

o l‘n o0
a) S(z) =Y ————; Db)S@@)=> (n+1)z
n=1 ( + 1) n=1
o0 nxn—i—l o]
nZ::l n+1)(n—i—2)’ ZnQ—i—n—Q
1
Rezolvare. a) Termenul general al seriei este a,2" = ———a". Deoarece
n(n+1)

a
n—oc an,
multimea de convergentd (absoluta) a seriei este [—1,1].

= 1, rezulta ca raza de convergenta a seriei este 7 = 1. Conform Problemei 1,a)
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Seriile i % si i - fiind convergente pentru = € (—1,1), rezulta ca:
n=1 =
o n o n oo n
;n(nx—i- 1) :;% _;nﬁ-l’ Vo€ (=11).
Sumele seriilor din membrul drept al egalitatii de mai sus sunt:
Z — = —In (1 — z), conform Problemei 5,f),
=) x" 1& nt! 1
Sg(x):ngln_'_l PO D x[—ln(l—x)—x],pentrux#O.

Deci:
S(@)=-Mn(1-2)+ (1 —a)+1=""In(1—2)+1, pentruz € (~1,1)\ {0},

Pentru z = 0, S(0) = 0, iar pentru = +1, conform Teoremei 2.3.5, obtinem:
1

S(1) = lim S(z) = lim [E-WH] = lim <_1;—x +1) =1

1 —

z—1 z—1 | ¢ z—1 T2
z<1 z<1 -z z<1 \ (1-2)?
i S(—1)= lim S(z)=-2In2+ 1.
z——1
z>—1
1—x <
In(1—2)+1, dacd z €[-1,1)\ {0},
T
Deci: S(z) = 0, daca = =0,
1, daca z =1.
An+41

b) Notand a,, = (n+1)? avem lim

n—oo
de puteri este 1. Pentru z = +1, a,z" 7L>n0 pentru n — oo, deci seriile sunt divergente.

=1, deci raza de convergenta a acestei serii

Integrand seria termen cu termen pe [0,z], 0 < |z| < 1, obtinem:

x
/S(t)dt:2x2+3x3+---+n:1:"+---::1:(2:1:+3x2+---+n:r"71+---)
0
1 T
#—/ St)dt =2z + 32"+~ +naz" 4o Jz| <1, 2 #0.
x Jo
Printr-o noua integrare, avem:

z /1 t
[T P
0 0
Membrul drept al egalitatii de mai sus este dezvoltarea in serie a functiei 1
Deci:

—x—1.

/Ow G /otS(T) dT) dt = 156—2:[;

Derivand aceasta relatie de doua ori, avem:

1 [z 2r — 12 z 22% — 23
- t)dt = —= / t)dt = —.
:E/OS() (1—x)2$ OS() (1—1x)?
— 4
Rezulta astfel: S(z) = w lz] <1, x #0.

(- a)

Deoarece pentru x = 0, S(0) = 0, deducem ca S are forma de mai sus pentru Vz,

|z < 1.
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¢) Deoarece:

(1)
lim (n2)nts) | 4
n— oo (_1)71*17" ’
(n+1)(n+2)
rezulta ca raza de convergenta a seriei de puteri este r = 1.
oo
n
Pentru z = —1 obtinem seria Z care este divergenta, avand aceeasi
o<
natura cu seria armonica Z — divergenta.
n=1 o o
Pentru z = 1 avem seria —1)t care este simplu convergenta
,;( S T DMy P sem:

conform criteriului lui Leibniz.
Deci multimea de convergenta a seriei este (—1,1]. Pentru z, |z| < 1 derivam seria

termen cu termen:

> nx™ r 22?2 323 nx"
S’ = —1 n—l = - — — _ — ... _1 n—1_""7 .
(@) nz::l( s R R A DTS !
de unde, pentru x # 0 avem:
S'(z) 1 2z 3a?  nx" !
- - — — s _]_ n—-i__ “ e
T 3 4 + 5) +(=1) n+2

Integrand seria obtinuta termen cu termen pe intervalul [, z], |z| <1, cue > 0 mic

si trecand la limita pentru € — 0, obtinem:

z S'(t) r  x? a2t "
li / dt == — 4 .. (=1t R
0. A S A i
L(z "PE4+$5 + ( 1)“*1xn+2+ L (1+ ) +x2
e p— _ —_— . — P e g— n r) — 11 — ].
22\ 3 4 5 n 4+ 2 x? 2
Prin derivare, avem:
.’.172
S'(x) (HLI—1+:c):c2—2:c{ln(1—|—a:)—x+7} T+ 2 2
= = — —In(1+x),
x z? 22(1+2xz) 23
de unde rezulta:
T+ 2 2 1 2
S'x)= ————=1In(1 = — ———In(1 .
(z) z(1+2x) 22 n(l+2) l+z =« 22 n(l+z)

Cu o noua integrare, obtinem:
2 2 1
S(x)=—In(1 21 Sin(l4a) - 2
(z) 2 n(l+z)+ n|:1:\+xn( + ) poll . 2
2hnjz/+-In(1+z)—-2njz|-Im(1+2)]+C=In(l+z)+—-In(l+2)+C,
T T

Ve (—1,1)\{0}.

Dar S(0) = 0 si functia S este continua in z = 0, deci 1%5(:[):5(0):0.

de =—In(1+2)+

Calculand limita, pentru = — 0, a expresiei obtinuta mai sus pentru S(z), avem:

2 In (1
lim[ln(1+x)+—ln(1—|—:1:)+0]:C—i—limwzcw—z
r—0 €T r—0 )

Rezultd C +2 = 0, deci C = —2. In concluzie:
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(1 4 %) In(1+2)—2, daci z € (=1,1]\ {0},

S(z) =
0, daca z = 0.
(Pentru z = 1 am folosit Teorema 2.3.5: S(1) = lirq S(x) =3In2—2).
2<1
1 n .
d) Notand a, = ———, avem lim n+1 _ 1. Deoarece pentru z = =+1 seri-
n?+n—2 n—=o00  q,

ile —— i ———>— sunt absolut convergente, rezulta ca multimea de
nggn2+n—2§ —n?+n—2 BemLe, ¢

convergenta a seriei data este [—1, 1].
Pentru = € (—1,1) avem:
> " 1 & 1 1 J R 13 2"
T P
(=) Z(n—1)(n+2) 32 o1 e 32_: 13X

n=2 n n=2

o¢] n

o
seriile Z ’ 1 si Z a;_ 5 avand aceeasgi raza de convergenta ca si seria initiala (r = 1).
n=2"""" n=2 T
r X " 1 X ant?
Deci S(z)==-) ——— , Vo € 0
i (@) =53 T g d o Ve e (LD {0)
Conform Problemei 5,f), avem:

S(x)z%[—ln(l—x)]—% l—ln(l—x)—x—x—Q—xgl :%<i—x>ln(1—x)+

3x? 2 x?
1/z 1 1
—-+=-+—-), Vze(-11 0}.
+3<3+2+x> 7€ (FLDA {0}
Pentru z = 0, S(0) = 0, iar pentru 2z = 1 §i = —1 aplicaim Teorema 2.3.5:
1 In(l—-2z) 1/1 1 11
S(1) = lim S(z) = lim — (1 —_— —(— — 1):—
(1) lim (z) 1m3x(+:1?+x) — —|—3 3+2+ 13
<l x<1 1-z
. . 5
si S(—l)—xlgzllS( x) = 31H2—E
z>—1
1—2° 1/ 1 1 .
| = ln(l—x)+§<§+§+;>, dacs z € [—1,1)\ {0},
Deci: S(z) = 0, daca = =0,
11/18, daca z = 1.
7. Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii numerice:
> 1 > 1
S = —1)"! : b)S= —1)nt .
) 5= 3 b S =
o] 3n—2
Rezolvare. a) Si considerdm seria de puteri ) (- "’1; 5 care are raza de
— n—
e ¢] ( 1)n—1ni1
convergenta r = 1. Pentru z = 1 seria Z Er este simplu convergenta, conform
n=1 o
criteriului de Leibniz, iar pentru x = —1 seria Z este divergenta. Deci multimea
n=1 -

de convergenta a seriei de puteri de mai sus este (—1,1]. Sa notam cu f suma sa. Pentru
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x € (—1,1) derivand seria termen cu termen, obtinem:

f’(l“) — il(_l)nlenS — i(_l)nl(xB)nl — : _Sxy

de unde rezulta ca:

10 =[5 =5 15 = g e - 1
2
+§/m = élnxgl_—i_i;j_l + %arctg 23:\/—31 +C, Yz e (—1,1).
Deoarece f(0) = 0 rezulta ca C' = ff% Deci suma seriei este:
f(z) = 61 Lﬁ+%arctg2x\/_§l+gw, Vze (—1,1).

Pentru x = 1, conform Teoremei 2.3.5 avem:

1 s 1 s
S=7(1)=1 =——In4d4+—==-In2+ ——.
Q) glif(x) W B R W

o) 4n—1
b) Fie seria de puteri Z(—l)"‘14 T cu multimea de convergenta [—1,1]. Sa
n J—
n=1
notam cu f suma sa si s-o derivam termen cu termen pentru z € (—1,1). Obtinem:
o
f,(x):Z( 1)711 4n— 2—1'22 n4n
n=1

2
T
deci f'(z) = ———, z € (—1,1).
cci f'r) = T, we (-1
Integrand egalitatea de mai sus pe intervalul [0, z], cu |z| < 1, gasim:

2 x? x dx

f@):/md“/(x2+ﬁx+1>(x2_ﬂx+1>d“‘zf/z2+fx+1+
N 1 x dx L /2x+\/__\/§dx+ 1 2x_\/_+\/_x

2\f —V2r+1 42 x2+\/§x+11 42 V21
__Fm(x V22 + 1)+ 4/ () +1+4\/§1n(x—\/§x+1 +Z/m:

{arctg (V2 + 1) + arctg (zv2 — 1)} , v e (—1,1).

1 1 :c—\/_a:+1+ 1
= n
4V2 2242041 22

Pentru z = 1, conform Teoremei 2.3.5, avem:

1 2—\/5 1
S:f()_hmf() 4\/— 2+\/§+2\/§

a:<1

In(V2+1).

[arctg (V2 + 1) + arctg (V2 — 1)] =

RV 2f

8. Fie seria de puteri Z a,z" cu raza de convergenta r = 1. Sa se demonstreze ca
n=0
are loc egalitatea:

> " agp x
S aan = %4
=0 l—2z 1-

Vo e (—1,1),
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unde Aa, = a,.1 — a,. Seria din membrul drept al relatiei de mai sus se numeste
(e.@)

transformata Euler-Abel a seriei Z ap,x”. Sa se dea apoi o generalizare a egalitatii de mai

n=0
sus si sa se aplice pentru seria:
N 2201
arctgr =0 — — 4+ — — — + -+ (—1)" +---, ze(—1,1).
& 375 7 ) (=1.1)
o
Rezolvare. Fie f(z) suma seriei Y _a,z". Deci f(z) = > a,z", relatie care se
n=0
poate scrie sub forma:
f(z) = ao + zp(z), (2.1.13)
unde ¢(x Z apx"" sau schimband indicele ¢(x Z Ap 12",

Tnmulglm arnbn membri ai ultimei egalitati de mai sus cu (1 — x) Obt;mern

(1—x)p(x) = Z Ani12" = Y apz™ & (1-2) Z A1 2" — Z an®

n=0

& (1—:c)g0(a:)—ag+2an+1—an) —a0+ZAan "
n=0 =0
Cantitatea Aa,, = a,,1 — a, se numeste dzferen;a, de ordinul intdi a coeficientului a,,.

Deducem astfel:

_
deci, conform relatiei (2.1.13):
f(@)=ao+ - o) = ag+ 7 =
> apz” Vo e (—1,1). (2.3.14)
n=0

Aplicand intr-un mod asemanator transformata Euler-Abel (formula (2.3.14)) seriei
de puteri Z Aa, - ", obtinem:

nO
_Aag A

ZAan x" Sk

unde AQan = A(Aan) Aayy1 — Aay, = Gpig — 20,41 + a,, sunt diferentele de ordinul al

T 1—=z

doilea ale coeficientilor a,,.

Deducem astfel pentru seria initiala:

A
Z“" 1—x+1fﬁ< - ZAa"x>:

l—x 11—z
ao n x Aag +< x ) ZAQ n
= ay, - ",
l—z (1—2x)? r) =

Aplicand succesiv de p ori transformata Eul_er—Abel, obtinem:
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x Aag Pl APTlgg < )
T e APq,
Za 1—x+(1—x)2+ i (1—x)P * 1—x Z an - 2"
unde A”a = AP lg,. — AP7lq,, n=0,1,2,... sunt diferentele de ordlnul p ale coefici-

entilor a,, iar A¥aq, (k= 0,1,...) sunt diferentele finite consecutive ale coeficientilor a,,
cun=0.

Astfel obtinem pentru functia f(z) urmatoarea dezvoltare:

p—1 Tk T p )
"= Ao (1_90) Y Aoyt Ve (1Y), (2319

unde am notat cu Aag = ay.
In cazul particular a,, = P(n), unde P(n) este un polinom de grad p — 1 in variabila

n, formula de mai sus se transforma intr-o suma finita:

S P(n)a" = ZSA’“P(O)#, v € (~1,1), (2.3.16)

deoarece APP(n) = 0.
Trecand x — —x in egalitatea (2.3.15) deducem:

= pt (—1)kak (—1)par &

> (=1)"aya" = ,; Ak%(l T (1t ap Z%Apan (=1)"a", Yz e (-1,1).
- " (2.3.17)

Pentru p — oo relatiile (2.3.15) si (2.3.17) ne dau urméatoarele egalitati:

k

[oe) [e%¢] 1 [e%¢] T k
21" =3 AR ? = A* ( ) Vee(-1,1 2.3.18
TE)CL x ];) ao(l_x)k+1 1—$k§ ap 1 T ; x ( ) )a ( )

o 1 o

> (1) apa” = e

S (1) Ak - <1+Lx>k Va e (~1,1). (2.3.19)

k=0

Ca aplicatie a transformatei Euler-Abel sa consideram dezvoltarea in serie de puteri

a functiei arctg x:

3 P 7 p2n+1
tgr=0——+———+--- —1)" R
arctgr = 3+5 7-|- + ( )2n+1+
x2n+1 y
= ; € (—-1,1),
= S (-1 Vre (L

valabila si pentru x = il conforrn Teoremei 2.3.5.

Scriem seria de mai sus sub forma:

2 4 6 2n
arctgx::v<l—x—+x——x—+---+(_1)" :1: )

3 Y 7
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> 1
sau  arctgr = 1 - 7;)(— ) S 1(:32)", Vze[-1,1].
1
Vom aplica formula (2.3.19) ultimei serii de mai sus cu a, = ol B — 2’
n
Obtinem:
i(— i ! (z%)" = ! i( 1 Ak 2 ' Vzel0,1)
= 2n + 1 1+22 = C\1+a?) ’
1 2
Avem: Ay =ag =1, Alag=a, —ap = g—lz—g, A%ay = ay — 201 + ayg =
1 2 8 24 1 3 16
=—-———-+41= ——, Algg=a3—3 3oy —aqy=z——-+1—-1=—— =
537 15 3.5 Sl mTomTsm T A= g 35
2:4-6 . . - ¢
= W etc. Prin inductie matematica se demonstreaza ca:
_ (2p)!! 0, _
APay = (—1)”W, p>1, Alagy=1.
Deci: i
> 1 1 & (2k)!! x?
—1)" " = —Dk . (=1)* - Vzel0,1
nz;;( S @) 1+x2kz;;( A T T <1+x2  Vzel01),
de unde rezulta: )
r & (28! 72
tgr = v 0,1
M= T 22 (2k + 1)1 <1+x2 Vo elod)
(valabila si pentru x = 1).
Pentru x = ﬁ, arctg x = arcsin y. Rezulta astfel:
> (2K ok 1
arcsiny = y/1 — 12 Z S -y, Yy e [0, ﬁ]
arcsiny & (2k) ot 1
sa — = — , Yy e |0, —].
! VI—2 kz:‘;](zk+1)!!y Y V2
Sa integram relatia de mai sus termen cu termen. Obtinem:
1( iny)? i (2k)!! y2ht2 Vo € 1
—(arcsiny)” = —
2 W=l rron e Ve
1 v = [2(k =1 y2*
= §(arcs1ny) = ;m LA
. = [k =D o
— 2(arcsiny)? = Y ——(29)*, Yy € |0, —
r .. .
Pentru y = > gasim egalitatea:
< [(k= 1) _ 7
—_— = . (2.3.20)
,; (2k)! 18

9. Sa se aplice transformata Euler-Abel (formula (2.3.16)) urmatoarelor serii de

puteri, determinandu-se astfel sumele acestora:
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a) Y (n*+n+1)2" ze(-1,1); b) Y (*+n*+1)2", ze(-1,1).
n=0 n=0

Rezolvare. a) Avem P(n) = n? +n + 1. Calculam diferentele A*P(0):
AOP(0) = P(0) = 1, A'P(0) = P(1) = P(0) =2, A2P(0) = P(2) —2P(1)+ P(0) =
= 2. Rezulté'
1 2z 212

S(z) = nzo(n +n+1)2" 1_x+(1_x)2+(1_x)3’

b) Avem P(n) =n°+ n?®+ 1. Deci:

AOP(0) = P(0) = 1, A'P(0) = P(1) = P(0) =2, AZP(0) = P(2) —2P(1)+ P(0) =
— 36, A3P(0) = P(3)—3P(2) +3P(1) — P(0) = 156, A'P(0) = P(4) — 4P(3) + 6P(2)—
—4P(1)+ P(0) = 240, APP(0) = P(5) — 5P(4) + 10P(3) — 10P(2) + 5P(1) — P(0) = 120.

Deci:

Vo e (—1,1).

0 1 2 3622 15623 24024
S — 5 3 1 n _
@)= 2w et = o Y Ty T —a T (=2
12025
— VY —1.1).
+(1_x)67 xz E( ) )

10. Folosind Problema 8 gi {[20], Capitolul 2, §2, Problema 19} sa se determine

sumele urmatoarelor ser11
[ee]

Sy
= S = k2
Rezolvare. In {[20] Capitolul 2, §2, Problema 19} am demonstrat egalitatea:
k — 1
> -y st
= k=1
Aceasta relatie comblnata cu formula (2.3.20) ne conduce la concluzia ca:
g1 _r
ok 60
Pentru a doua serie din enunt, avem:
o (~])kl =] o0 © 1 1&1 121 1 72 x2
et ——2 _ — — —_ = — _— = = — = —,
P Z( TR 2] P o ek R AT
o0 k 1 71'2
Deci: =
eci ; =13
11. Sa se arate, utilizind sernle de puteri, ca:
Tln(1 2
/ m(l+a) 7
0 x 12
Rezolvare. Conform Problemei 5,e) avem:
2 3 et
m(l4+a)=a— — 4+ 2 . 4 (=1)n Vo e (—1,1
n(l+z)=ux T3 7t +()n+1 , Vo e ( )
de unde rezulta:
In(1+ x) r 2 7P "
ST D T (=) 1
" st -7+ ( )n+1+ , Vo e (0,1)
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Deoarece seria de mai sus este convergenta in x = 0 gi x = 1 rezulta ca suma seriei

este continua in punctul x = 0, respectiv z = 1. Obtinem egalitatea:

T T 3 n
— 122 T 4 a(—1) cee Y 0.1
In(1+x
——F——, daca z € (0,1
unde f(z) = P (0,1,
1, daca z = 0.
Integrand seria de mai sus termen cu termen pe intervalul [0, 1], rezulta:
/1f()d IR R L +
€T T = _ - . -
0 22 32 42 (n+1)2
( 1)n 71.2 5
Conform Problemei 10 avem: Z ———— = —, de unde deducem ca:
(n+1)2 12
Lln (1 2
m(+a)
0 T 12
12. Sa se calculeze, folosind dezvoltarea in serie de puteri a functiei e, integrala:
2
e " dux,

cu o aproximatie ¢ < 1074,

Rezolvare. Din dezvoltarea functiei e®, avem:

1‘2 SE4 2n

—x2_1_F+2' (1) x_+ . VreR.

Schimband pe x cu ¢ si integrand intre 0 si :I: ‘€ IR seria de mai sus termen cu termen,

obtinem:
3 5 1 g2ntl

/m — dt A + (—1)" + VielR
e =7 — S — - T .
0 1.3 21 5 n! 2n+1 ’

1

Pentru z = 1 rezulta:

/1 L L, Loy

0 3 10 42 216 1320 9360 75600 N = n!(2n +1)
Deoarece |s, — s| < apy1, unde s, este suma partiala de ordinul n a seriei alternate

> 1 1

HZ:U(—I)"an, cu suma s, impunem conditia a, 1 < {0 1 O = m Rezulta

(2n + 3)(n + 1)! > 10* = n > 6. Calculand suma primilor sapte termeni (inclusiv
ap), prin transformarea lor in fractie zecimala (prin lipsa sau prin adaos, acolo unde

transformarea nu se face exact), cu cinci zecimale exacte, obtinem:

1 2
0, 74681 </ e~ dx < 0, 74685,
0

1 2
Deci / e dx ~ 0, TA68.
0
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PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

13. Sa se determine raza si intervalul de convergenta pentru urmatoarele serii de

puteri:
a —, p>0; b —z" ¢ —_ ", a>0;
)nglm) p=5 )T;n ‘ )T;n(n+2) T; -
) a — 1
e) Z(—l)" ", a > 0.

n
14 Sa se determine domeniul de convergenta al seriilor de puteri generalizate:
> 1 r \" > n°+1 "o 42
N
a);n+1<x+1> );<n2+3n+4> x—2
oo 22n . (n|)2

) > Wsin"w.

n=1
15. Sa se dezvolte in serie de puteri urmatoarele functii:
1—=x 1
W @)= o lal <1 0) f@) = (77 ) el <1 ) f0) = e lal <1
1 1
D) f(o) = oy ol <1 0) f@) = VTTE, lal < 15 ) f(@) = e, Jal <1

g) f(x) = I+, [a] <13 b) f(x) = VI= 22, |a| < 15 i) f(2) = ﬂ% 2] < 1;

1
j) f(x) = ——, |z| < 1; k) f(z) = arcsinz, |z| <1; 1) f(x) =arccosz, |z| < 1;

V1 —zx2?

m) f(x) = arcctgz, [z| <1; n) f(x) = 2| < 1; o) f(z) =sin®z, z € R;

1+ 2+ 22 i
p) fla)=a-arctgr —In(1+a%). o] <1 ) f(&) = 7o [o] <1 1) fla) =
= aicsmx, lz] < 1; s) f(z) = (arcsinz)?, |z] < 1; t) f(z) = (arctgz)?, |z| < 1.
—x
NEEE

16. Sa se demonstrez\e/_formula:
3
Jarctg—— + 2arctg— = —

12 37 6

si apoi sa se calculeze 7 cu cinci zecimale exacte folosind relatia de mai sus si dezvoltarea

in serie de puteri a functiei arctgx.
17. Sa se gdseascd primii termeni ai dezvoltdrii in serie Mac-Laurin a functiilor:
2) £@) =1 (205 b) f(@) =n (aretgx) L) f(z) = (1 +2)*;
d) f(z) = (1 +z)'/°.

18. Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii de puteri pe intervalele lor de convergenta:

2) S(z) = iﬁ b) S(z) = i:jl % ¢) S(x) = é o (+_11))(7f+3)
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19. Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii numerice:
1 1

n+1_
) §= Z n’ ) 5= Z 3+2 ) S = Z 4+1

20. Sa se aphce transformata Euler Abel urmatoarelor seru de puteri, determinandu-

se astfel sumele acestora: .
a) Y (n’+n+1)2" b) > (n°+2)z"
21. Sa se calncholeze, folosind dezvoltg?ga in serie de puteri a functiilor sinz §i cosz,
integralele:
I = /lsin:c2 de i I, = /lcosx2 dx
cu o aproximatie € 2 107 '
22. Sa se calculeze, folosind dezvoltarea in serie de puteri, urmatoarele integrale:

1 gj 1/2 .
a)/ Slnxd$; b)/ Sh—xcm c)/ e dx
0 x o T 0

cu o aproximatie € < 10~

§4. SERII FOURIER

Fie functia f : [-[,l]] = R, I >00 functle integrabila pe [ 1,1]. Numerele
kmx
ay = 7/ (z) dz, l/ )cos —dx, by = l/ s1n—dx
-1
k € IN*, se numesc coeﬁczen;ﬁm Fourzer ai func’glel f in raport cu s1stemu1 trigonometric
de functii:
1 mr . 7T nwr . NTT
5, COST, SIHT,"',COST, SIDT,"' .
Daca F' : IR — IR este prelungirea periodica de perioada 2/ a functiei f, atunci oricare
ar fi xyp € IR avem:

1 zo+21

k zo+21 k
a =7 F(x)cos%xd:c, ke IN, bk:Z/O F(SU)SiH%xd% keN".
zo

0
Seria trlgonometrlca

=24 Z <an cos =L 4 by, sin mlm> , x € [=1,1]

unde ag, ay, bk, k 6 lN* sunt CoeﬁC1en’gii Fourier ai functiei f, se numeste seria Fourier
a functiei f.

O functie f : [a,b] — IR se numeste netedd pe [a,b] dacd f € C*([a,b]). O functie
f :[a,b] — IR se numeste netedd pe portiuni daca are derivata continua pe [a,b] cu
exceptia unui numar finit de puncte din [a, b] in care f nu este derivabila, dar are derivate

laterale finite.



112

Capitolul 2

Teorema 2.4.1. Daca f : [—[,l] — IR este neteda pe portiuni, atunci seria ei Fourier

este convergenta in Vx € [—[, (] si suma sa s(x):
s(z) = % +3 <an cosnlﬂ + by, sin nlﬂ>
n=1

este egala cu:
f(x+0)+ f(z —0)

NEE R
f(l+m;fa 0 gack 2= 41,
ande (o +0) = Jiny £(u), F(x~ 0) = lim fu),

u>z u<e
Daca f este continua in orice punct x € (—[,[) atunci s(x)

, daca z € (=1,1),

f(z), Yz € (=L1), iar
daca f este neteda pe [—1,1] si f(=1) = f(I) atunci s(z) = f(z), Yz € [-1,1].

Teorema 2.4.2 (Dezvoltarea unei functii in serie de cosinusuri). Daca functia

f:[0,1] = IR este neteda pe portiuni, atunci seria:

nmtr

ag o
?—annCOST,

n=1

2 R
unde a, = 7/ f(z) cos # dx, n € IN, este convergenta in Vx € [0,1]. In plus, suma
0

sa s(x) este data prin:
0 -0
fl+ )—;—f(:c ), daca x € (0,1),
s(z) = f(0+0), daca =z =0,

f(l—0), daca z =1.

Teorema 2.4.3 (Dezvoltarea unei functii in serie de sinusuri). Dacéa functia

f:[0,1] = IR este neteda pe portiuni atunci seria:

e . nmx
Z by, sin 7

n=1
nmTx

9
unde b, = 7/ f(z) sinT dx, n € IN*, este convergenta in Vz € [0,1].
0

sa s(x) este:

, daca x € (0,1),

s(x) = 2

{ f(x+0)+ f(z - 0)

0, daca =0 si =z =1.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se dezvolte in serie Fourier urmatoarele functii:

a) f(z) ==, ze[-1I1; b) f(z) =22 xzel|[-11;

In plus, suma
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) f(:v)={ 0. dach w €m0 4y o) = fol, € [~
xz, daca z € [0,7];

e) f(r) = arcsin(sinz), x € [—m, 7.
Rezolvare. Functiile de mai sus satisfac conditiile Teoremei 2.4.1.

a) Deoarece f este imparé rezulta ca a, =0, V € IV, iar:

1/ nmx nmx 2 nrxi 2 [ nmx
b, = — xsm—dx— /xsm—dx———xcos— +—/c0s—dm—
l [ J- l l l nm [ 0o nrm
2 2 ! 2
= ——cosnm + sin [ = (=)™ ¥ > 1.
nm (nm)? [ 0 nrm
Deci seria Fourier asociata functiei f este:
20 & (1) nmx
=> sin
Tn l
z, daca x € (=1,1),
cu suma s(z) =
0, daca x = +l.
b) Funcgia f fiind para rezulta ca b, =0, Vn > 1, iar:
! 21?
/ dx——/xQd:r:——, ay, / cos—dm—
T 0 1 )
2 2 2l
/ x Coswd:c — Z2sin 70 2 [ opsin T dp = 2 ginpa—
l nm [ 0o nrm [ nm
mr:r 41 nma |l 0 e 412 .
—— xsm dr = T cos ‘ — / cos — dx = (=)=
nm Jo ! (nm)? [ 1o (nm)? /o (nm)?
412 ! 412
——sin = (1)
(nm)3 [ o (nm)?
Seria Fourier atagata functiei f este:
oA (-1)" nrx
3 + o) 7;1 2 coS ]

Deoarece functia f are derivatd continua pe [—1,{] si f(=1) = f(I) = [? rezulta ca

suma seriei de mai sus este s( ) = f(x), Ve [—1,1], adica:
l2 4l2 = (- nmwx

7?2 = 3 Z 08— Vae[-11].

n=1
Pentru [ = m, obtlnem egahtatea.

42

Daca luam in rela’gla obglnuta x = 0 §i x = 7 obtinem suma seriei alternate armonice

cosnz, Yx € [—m, 7.

generalizata, cu o = 2:

1 1 1 w2
1— — (=) =
22 Ty 32 +(=1) n? + 12°
respectiv suma seriei armonice generalizate cu a = 2:
1 1 7r2
1+ 5 + 3 + - + — +-
1 ™
) Avem g = — _—/ :cd:r_
™ —7r
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1 = 1 = 1 ™ 1 =
a,=— [ f(x)cosnzxdr=— [ xcosnrdr =—zxsinnzr| —— [ sinnzdr =
) T . 7 Jo nm nm Jo
- T (=1 -1
eosnel) = 2l =) 1 1
bn:—/ f(a:)sinn:rd:c:—/ :rsinna:d:c:——a:cosnx + — [ cosnxdr =
nJ-x mh nm nm
1 1 ™ —1)nt
n nem 0 n
Deci seria Fourier asociata functiei f este:
4 i ! [(=1)" — 1] cosnx + (=) si
— —[(—1)" — nr + ————sinnz p =
4 |\ nPr n
T 2 cos(2k—1r & )"Jrl
=— =) — Z sin nz
4 mim (k-1) n=1
0, daca z € (—m,0),
f(z), daca x € (—m, ), ) ( )
cu suma: s(z) = m 5 sau s(r) =4 =, daca z€[0,7),
—, daca z = =7 T 5
2 2> daca z = £,
f fiind derivabila pe [—m, 7] \ {0}.
d) Calculam coeficientii Fourier ai functiei f:
1 /7r f(a)d 2 /7r p 222
ay = — r)de=— [ zdrx=—| =
‘ m)o 7 Jo o lo — ™ ) )
ap = — f(x)cosnxdx:—/ zeosnzdr = —azsinnz| — = | sinnadr =
mJ—x mJo nm 0 nmJo
2 K 2 (C1n 1], >
= —cosnz| =—[(—1)" - n
™n? 0 7n? T
iar b, = 0, caci f este o functie para.
Deci seria Fourier asociata functiei f este:
T & 2 T 4 X cos(2k—1)x
il )1 Lz
2+nz_: anzl(7D" — Leosne =2 n,; (2k — 1)2
a carei suma s(x) este:
f(z), daca x € (—m, ),
s(r) =
m, daca x = +m,
sau s(z) = |z|, Vz € [—m, x|, f fiind derivabila pe [—m, 7| \ {0}.
e) Deoarece functia f este impara rezulta ca a, =0, Vn >0, iar:
1 m o . 2o .
by, = —/ arcsin(sin ) - sinnz dr = —/ arcsin(sin z) - sinnz dx =
™ J—7 ™J0
2 insin ) ‘Tr+ 2 /" cos T 2 (/2 p
= —— arcsin(sin z) - cos nx — [ cosnz - ————==dr = — cosnz dx—
nm 0 nmo V1 —sin’z nm Jo
™ 2 /2 2 w 2 nm 2 nm
—— cosnrdr = —5sinnr| = — —5sinnz| = -——sin— + ——sin— =
nw Jr/2 m™n? 0 m™n? /2 n’m 2 n’rm 2
A sin -, Vi > 1
=—sin—, Vn>1.
n2 2 Y iy

Seria Fourier este:
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421 . nm .
~ ) —gsin—sinnz, Yz € [, 7],
TN 2
cu suma s(z) = f(z), Vz € [—m, x|, f fiind derivabila pe [—m, 7| \ {—g, g} Deci:
41 4.2 (=1)*
arcsin(sinz) = - 7;1 o sin % sinnx = - I;J ﬁ sin (2k + 1)z, Vo € [—m, 7.

Daca vom considera functia F' : IR — IR, F(z) = arcsin(sinz), prelungirea prin
periodicitate a functiei f, obtinem:
4& (—1)k
arcsin(sinz) = - ;;] ﬁ sin (2k + 1)z, Vz € R.

2. Sa se dezvolte in serie Fourier urmatoarele functii:
—1, daca x € (—m,0),
a) f:[-m, 7] = R, f(x)= 0, daca z =0, w, —,
daca z € (0, 7).

—a, daca z € [-m, —7/2),

b) f:l-m 7| =R, f(r)=4¢ a, daca z€[-7/2,7/2],
| —a, daca x € (7/2,7].
2a 7r
= dacs . —=
7T2(1E+7T), aca x € , 2),
c) f:[-m 7] —= R, f(z)= —ax, daca = € —g, q ,
s
2a . s
\ ?(ﬂ—x), daca z € <§,

Rezolvare. a) Deoarece f este impara (vezi Figura 2.4.1) rezulta ca a,, = 0,

Vn € IN. Pentru b, avem:
1 = 2 m 2
b, = —/ f(z)sinnx dx = —/ sinnz dr = —— cosnx
mJ—x ™ Jo

nm

™ 2

C= (1 (1))

nm

Seria Fourier asociata lui f este:
> 2 > 4 sin3x  sinbx

—(1—=(=1)")si = ———sin (2k+1)xr = — + + e,
2 (= (=) sinna Z;Jn(zkﬂ)sm( Jr= 3 5

cu suma s(z) = f(z). Daca F este prelungirea prin periodicitate a functiei f pe IR atunci

are loc egalitatea:

sinz +

sin3x  sinbx

4
F(r) = — |sinz + 3 + 3 +---},Vw€]R.
u
b) Functia f fiind para (vezi Figura 2.4.2) rezulta ca b, = 0, ¥Yn € IN*. Pentru a,
avem: o
1 2 (7 2 (7 2 (7
ay = — f(x)d:v:—/ f(x)d:v:—/ ad:v—i——/ (—a)dz =a—a=0,
T J—m m™Jo m™Jo T Jr/2
1 rm 9 rm 9 /2 9 rm
an:—/ f(a:)cosn:rd:v:—/ f(a:)cosn:cd:r:—/ acosn:cd:r——/ acosnx dr =
i mJo mJo Jr)2
2a /2 2a ™ 20 . nm 2a . nm  4a . nmw
= —sinnx — —sinnzx = —sin—+ —sin— = —sin—, n > 1.
™ 0 ™ /2 mn 2 ™ 2 ™ 2
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Ay
YA
C a J
C 4
1 ) | |
! !
- 0] in X - i'nlz ) i“lz T X
l g l ! ! L
: } I I }
¢ ¥ L 3 ‘
R S R a—
Figura 2.4.1 Figura 2.4.2
Seria Fourier asociata lui f este
da X1 nm
— —s1n—cosnx—— kcos (2k + 1
=PI > Sy (1 cos 2k + 1) =
da cos 3:1: cos o }
= — |[cosx — + — e,
s 3 Y

—a, dacd z € [-7, —7/2),

a, daca x € (—m/2,7/2),

—a, daca z € (7/2,7),

0, daca r=—7/2, /2.

c¢) Deoarece functia f este impara (vezi Figura 2.4.3) rezulta cd a, = 0, Vn € IN.

cu suma s(z) =

Avem:
1 T ) 9 ym /2 q
b, = —/ f(z)sinnx dr = —/ f(z)sinnx dr = —/ —:1:s1nn:1:dx—|—
™ J—7 ™ Jo
2 (™ 2a 4a /2 4a 7r/2 4a ™
+—/ — (7 —x)sinnzdr = ———xcosnr| = + ——5sinnr| = — —cosnr  +
/2 T m™°n 0 T™n 0 ™ ™/2
n 4a ™ 4a ™ 8a . nw
—-TCosnT| o — sinnx| = ——=sin—.
w2n w2 m2n? m/2  m2n? 2
yll
al--—-
|
|
l
- Ty O 1 T X
| Ty g
|
|
l
|
————— -a
Figura 2.4.3
Seria Fourier asociata funct;iei f este:
8a X1 . nm 8a & 1

Z sin — sinnx = (—1)%sin (2k + 1)z =

w2 Ig] (2k +1)2



Serii Fourier 117

_8af. sin3z  sindx
=2 sinx — 2 + 2 )
cu suma s(z) = f(z), Va € [—m, 7.

3. Sa se dezvolte in serie de cosinusuri urmatoarele functii:

| ] 1, daca x €[0,q],
a) f:[0,7] = IR, f(f”)_{ 0, daci z € (a,7], (0<a<n).

x

1__7

b) f:10,7] = R, [(z)= 20 )
0, daca 2a <z <m, (0<a<m/2).

Rezolvare. a) Coeﬁcien’gii Fourier sunt:

2 [m 2
aoz—/ f(z )da:—— ——/ cosnx dr = —sinna, Vn > 1.

mJo nm
Seria de cosinusuri ata§ata functiei f este:

2 o0
Z siu na cosnx, z € [0, 7],

daca 0 <z < 2aq,

Avern

e A m

2
= / Cosnxda:——/ <1—21>cosn:1:d:c:—sinn:1:0
0

™ (07 nm

2 1
e xcosn:rd:c = —sin2na — ——x sinnx
amJo nm Tan
2 . 2a 1
—— sin 2na — 2cosnx‘ = 5(1—cos2na), n>1.
™ Tan 0 Tan

Seria de cosinusuri asociata functiei f este:

2 1 oo : 2
— —i-nzl — 5(1 —cos2na) - cosnz = ?Ot [5 + 7;1 (SIEZQ> Cosna:] . x €07,
cu suma s(z) = f(x), V€ [0,7], f fiind derivabila pe [0, 7]\ {2a}.

4. Sa se dezvolte in serie de sinusuri urmatoarele functii:

a) f:[0,7] = R, f(z)=cosazx, a€ IR.

b) f:]0,7] = R, f() :{ z, daca z €[0,7/2],

20 1 20 2 .
+ — sin nx dr = — sin 2na—
0 TanJo nm

0, dacd x € (n/2,7].

Rezolvare. a) Dacd a € Z, pentru n # +a, avem:

2 (7 2w 1=
b :—/ f(:r:)sinnxdx:—/ cosax-sinnmc@z—/ [sin (n +a)z +sin (n —a)z] dz =
7 Jo o

m™Jo

S

™

cos(n —a)x ;r

1
= — {— cos (n+ a)m +
™ n—+a n—+a

cos (n+a)x

7r[ n-+a 0 n—a
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1 1 1 1 1
_ _ - 1— 1— _ =
nj_aclos (n—a)m + | = [q+a( cos (n+a)m) + n_a(Z cos (n—a)m)
n
S 1—(=1)" (1= (=1)" S — —— )
T L () eosam) 4 (1= (1) eosam)| = 1= (<)
Pentru n = a sau n = —a, b, = 0, deci seria de sinusuri va fi:
> 2n

>

n=1 7T(’I’L2 - GQ)
n#|a
cosar, dacd x € (0,7),
0, daca =0 si x =,
conform Teoremei 2.4.3.

1
Daca a ¢ Z atunci b, = —-
T n

{1 — (—1)n+a] sin nx,

cu suma s(z) =

2n

— a2

5 (1—(=1)"cosar), ¥n € IN*, iar seria de sinusuri

este:
2 n

— 2 _ 2
Tin a

cu suma s(z) = {

[1—(—1)" cosar|sinnz,

cosazr, daca x € (0,7),

0, daca =0 si z = .
b) Avem:
9w 9 rm/2 2 /2 92 w/2
bn:—/ f(z)sinnx de = — reinng ds = ———g cosna|" —|——/ cosnx dr =
m™Jo m Jo nm 0 nm Jo
1 nmw 2 /2 2 71, nm m nmw
= ——c0S — + —sinnxz :—{—sm———cos—}, n>1,
n 2 mn? ™ Ln 2 2 2
de unde rezulta:
1 2
bop = (D' =, ke IN*; by 1= (-1)F'———— ke N.
w = (=)Mo 21 = (1) (2k — 1)’
Seria de sinusuri asociata functiei f este:
2. X1 s
nzl - (— sin % — gcos %) sinnw = Z k“ sm 2kx+

+ i(—l)’““ﬁ sin (2k — 1),

cu suma s(z) =

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

5. Sa se dezvolte in serie Fourier urmatoarele functii:
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a) f(z) =2 ze€[-LIl; b) f(x)=e" z€[-m 7], a=const. #0;
¢) f(x) =chazx, z € [-m7], a € R"; d) f(x)=shax, z € [-7m,7], a € R".
6. Sa se dezvolte in serie Fourier urmatoarele functii:

(0, dacd z€[—m, —7+b),

—a, dacd x € [-m +b, -],
a) f:[-m, 7] = R, f(x)= 0, daca = € (=b,b),
a, daca x € [b,m — ],

daca z € (m — b, 7], 0<2b< .
0, daca z €
b) f:|-m 7] = R, f(r)=13 a, dacia z €

[_71-7 _C>:
[_ )
| 0, daca z € (c,

]

C’
7], 0<ec<m.

0,  dack x €[, ),
—(z+¢), dacd = € [—¢,0),
VS lmmm 2 B T =08 v e o,
| 0 dacize(en] O<c<m,
(vezi Figura 2.4.4).
. AY
a*”H ‘E - :}‘
- i i
I ! : ‘
- _Tc+b _b O | | X | ! X
T }\ }( )b n(-b ]Tf g 'En ?C © é: :I}C >
| |
| 1
-
a) ”
AY
a
_— e Figura 2.4.4
| - -
o
c)
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7. Sa se dezvolte in serie de cosinusuri urmatoarele functii:

a) f:]0,7] = R, f(zx)=sinax

, a € IR
T_ dack z ¢
—, aca x
23
0, daca z € (%,
s dack z € <27r
———, daca x
2v/3
T daca :r::z
4\/37 3a
__ T daca x—2—
[ 43 3

8. Sa se dezvolte in serie de sinusuri urmatoarele functii:

a) f:]0,7] = R, f(x) :{

b) f:[0,7] = R, f(z)=

( ™

23’
71'2
63’

m(m — x)

{ 2V3

3

0, daca z €[0,aq],

dacd z €

o v e (1,20

aca T 33
27 }
—, .
L 3

dacd z €

3

T 27

1, daca z € (a,7], 0 <a<m.
_0 q

).

Capitolul 2
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INTEGRALE IMPROPRII SI
INTEGRALE CU PARAMETRI

§1. INTEGRALE IMPROPRII

1. Integrale pe intervale infinite (integrale improprii de primul tip)
Fie f : [a,+00) — IR o functie integrabild pe orice interval [a, A], A > a. Numim

integrala functiei f pe intervalul nemarginit [a, o0) sau integrala improprie de primul tip:

lim Af(x) dz "2 /oof( ) dz,
Ao0
atunci cand limita de mai sus exist (finita sau infinitd). Daca limita este finita spunem ca
functia f este integrabila pe [a,o0) sau spunem ca integrala /OO f(z) dx este convergentd.
Daca limita de mai sus nu exista sau este infinita spunem ‘éé f nu este integrabila pe
[a, 00) sau ca /Oo f(z) dx este divergenta.

a

Analog se introduc integralele:

/b f(z)dx = lim /bf(x)dx si /oo f(z)dx = lim Af(x)d:z:.
— 00 B——oc0 /B — 00

BA*)OO B
——00
Sa consideram in continuare cazul f : [a,00) — IR, integrabila pe V [a, A], A > a.

Teorema 3.1.1. Daca f admite o primitiva F' pe intervalul [a, c0) atunci:
o

f(z)dx = hrn F(A) — F(a).
Teorema 3. 1.2 (Cauchy) F‘unc’gla [ este integrabila pe [a, oo) daca si numai daca:

AII
Ve>0 FAg(e) >a ai VA" > A" > Ay(e) / dx‘<e

A
Notam cu ®(A) = / f(x)dx.

Teorema 3.1.3. a) Integrala / f(z)dx este convergenta daca si numai daca

V (Al ) new, AL, — 00, n — oo, girul (<I>(aA;l))n€1N converge la [ (I fiind valoarea integralei).
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b) Integrala / f(z) dx este convergentd daca gi numai daca V (A4, )nen, An — 00,
n — 0o, gir crescator, sirul (®(A,))en converge la [.

o
Consecinta 3.1.1. Integrala / f () dx este convergenta daca si numai dacaV (A4, ),,

o An

A, — 00, n — 00, §ir crescator, seria E / f(z) dx este o serie convergenta.
Ap—
n=1"4n-1

Daca functia f este nenegativa (f(z) > 0, Vz € [a,00)) atunci, deoarece ®(A) este
o<
crescatoare, integrala / f(z) dx este convergenta daca si numai daca 3 (Ay)nemw,
a
A, — oo, n — o0, sir crescator, astfel incat ®(A4,) — [. O alta caracterizare in cazul
o

in care f este nenegativa este urmatoarea: / f(z) dx este convergenta daca si numai
a
oo An
daca 3 (A,)new, An — 00, n — o0, sir crescitor, astfel incat seria Z/ f(z)dx sa
Anfl

n=1
fie convergenta.

Teorema 3.1.4. Daca integrala/

a

o o0

|f(z)| dx este convergenta atunci si / f(z)dx

a

este convergenta.
o

Spunem ca integrala / f(z) dx este absolut convergenta daca / |f(z)| dzx este con-

o
vergenta. Spunem ca integrala / f(z) dx este simplu convergenta sau semi-convergenta
a

f(z) dx este convergenta, dar / |f(z)] dz este di-

sau conditionat convergenta daca /
a

a
vergenta.

Proprietati. Fie f, g : [a,00) — IR doua functii integrabile pe [a, A], VA > a.

a) Daca / g(x) dx este convergenta atunci / (f(x)+

+g(x)) dz este si ea convergenta si are loc egalitatea: '
[ U@ +g@)de= [T j@)de+ [T o) do.

oo
b) Daca / f(z) dx este convergenta si ¢ € IR atunci / cf(x) dx este convergenta
a a

si are loc egalitatea:

/aoocf(x) dx = c/ocf(x) dx.

a

Criterii de absoluta convergenta

f(z) dz este convergenta si /

I) Criteriul de comparatie cu marginire. Fie f, g : [a,00) = Ry, f, g € Riaa,
VA >a. Daca f(x) < g(z), Yz € [a,00) atunci:

a) daci / g(x) dz (C) = / (@) de (C);

b) daca /Oof(:c) dz (D) = /Oog(a:) dx (D).
IT) Criteriul de comparatie cu limita. Fie f, g : [a,00) = Ry, f, g € Rja,a, VA > a.
Daca 3 lim M = p atunci:
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a) daca p € (0,00) atunci/

a

(
daca /Oog(:c) dz (C)
daci / * f(z)dz (D)

daca /OO f(z)dz (C)
¢) daca ¢ = oo atunci o0
daca /‘1 g(x)

III) Criteriul in o (forma cu inegalitati). Fie f : [a,00) = IRy, f € Rjqa}, VA > a.
a) Daca 3o € R, a>15i K >0ai z°f(z) < K, Vz € [a,00) atunci / f(z)dx

a

Tfwydesi [

a

g(x) dxr au aceeasi natura;

b) dacd ¢ = 0 atunci {

(©).

b) Daca Ja € R, a<1si K >0ali. 2f(z) > K, Yz € [a,00) atunci/ f(z)dz
(D). “

II") Criteriul in o (forma cu limita). Fie f : [a,00) = Ry, f € Riga. VA > a.
a) Daca 3o € R, a>1ai. 3 lim 2°f(z) =1 € [0, 00) atunci / f(x)dz (C).

b) Daci 3a € R, o <1ai 3 lim2°f(z) = € (0, 00] atunci /Oo f(z) dz (D).

IV) Criteriul integral (Mac-Laurin—Cauchy). Fie f : [1,00) — IR, , descrescatoare pe
[1,00). Atunci / f(z) dz are aceeasi naturd cu seria Y _ f(n).
1

n=1
Criterii de convergenta

I) Criteriul lui Abel. Fie f, g : [a,00) — IR. Daca:
a) integrala /oc f(z) dx este convergenta;
b) functia g e‘;te monotona gi marginita pe [a, oc)
atunci /Oo f(z)g(z) dx este convergenta.
I7) aC’rz‘teriul lui Dirichlet. Fie f, g : [a,00) — IR. Daca:
a) f € Riga,, VA>asi ®(A) = /A f(z) dx este marginita pe [a, 0o);

a
b) functia g este monoton descrescatoare pe [a, o0) cu lim g(z)=0
x o

atunci /Oo f(z)g(z) dx este convergenta.
a2. Integrale din functii nemarginite (integrale improprii de tipul al
doilea).
Fie f : [a,b) — IR o functie nemarginita in vecindtatea punctului b, integrabila pe
orice interval [a,t], a <t < b. Numim integrala improprie de al doilea tip pe intervalul

necompact [a, b):
b—0

t b
lim | f(z)dx 72t/ f(z)dx  (se mai noteaza / f(z)dzx)

t—b Ja a
t<b
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atunci cand limita de mai sus exista (finita sau infinita). Daca limita este finita spunem
ca /bf(:r) dx este convergentd sau ca f este integrabila pe intervalul necompact [a,b).
Dacéa limita de m%i sus este infinita sau nu exista spunem ca functia f nu este integrabila
pe [a,b) sau ca / f(z) dx este divergenta.

Analog se in%roduc integralele:

b b b
| flayds = 1511/ fl@) s [ f@)de= i, [, s
pentru o functie nemarginita in vecinatatea punctului a, respectiv pentru o functie ne-
marginita in vecinatatea punctelor a si b.
Sa consideram o functie f: [a,b) = R, f € Ry, Vi€ (a,b).
Teorema 3.1.5 (Cauchy). Functia f : [a,b) — IR este integrabila pe [a,b) daca si
numai daca:

tll
Ve>0 3t € (a,b) al V', t" cut. <t/ <t'<b= / f(z)dz| <e.
tl

Teorema 3.1.6. Daca /b |f(x)| dx este convergentd atunci /bf(:r:) dx este gi ea
convergenta. ’ ’

In mod asem&nitor integralelor improprii de primul tip, se defineste absoluta conver-
genta a integralelor improprii de al doilea tip. Proprietatile de mai sus de la integralele
pe intervale infinite raman valabile gi pentru integralele din functii nemarginite.

Pentru studiul convergentei sau divergentei integralelor improprii de al doilea tip
avem criterii asemanatoare: de comparatie cu marginire, de comparatie cu limita, criteriul
lui Abel, criteriul lui Dirichlet. In locul criteriului in o avem criteriul in \:

ITI) Criteriul in A (forma cu inegalitati). Fie f: [a,b) = Ry, f € Ry, YVt € (a,b).

a) Daca IN € R, 0 <A< 1gi K >0ai (b—2)f(z) <K, Vz € [a,b) atunci
/b f(z) dx este convergenta.

" D) Daci3NE R A>1s5 K > 0ai (b— o) f(z) > K, Vo € [a,b) atunci
/b f(z) dx este divergenta.
a

II1") Criteriul in A (forma cu limita). Fie f : [a,b) — R, f € Riay, V1 € (a,b).
b
a) Daci 3N € R, 0< A <1lai 3 lim(b—2)"f(x) =1 € [0,00) atunci / f(z) da
il a
z<b

este convergenta.
b

b) Daci 3\ € R, A >1ai 3 lim(b—2)*f(x) = | € (0,00] atunci / f(@) de este
T—r

a
r<b

divergenta.

Metode de calcul a integralelor improprii de primul tip si de al doilea tip
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Teorema 3.1.7 (Formula integrarii prin parti). Fie f, g : [a,0) = Rcub e R, b>a
sau b = oc. Daca f si g sunt derivabile, cu derivatele continue pe [a, b),

3 lim f(x)g(x) si este finita,
z—b
r<b
atunci existenta uneia dintre integralele:

[ s @de, [ 7@t ds
antreneaza bexisten’ga celeilalte si are loc in acest caz egalgtatea:
[, F@)d (@) dz = lim f(@)o(x) ~ fla)g(@) = [ (@)g(x) dr

Teorema 3.1.8 (Forrnﬁ; schimbarii de variabila). Daca f : [a,b) — R, b € IR,
b > a sau b = oo, este continua pe [a,b) si ¢ : [, ) = [a,b) cu § € IR, f > a sau § = oo,
o functie cu proprietatile:

a) p este strict crescatoare pe [«, 3);

b) ¢ este derivabila cu derivata continua pe [a, 3);

¢) ¢(a) = a, iar lim (1) = b,
T

T8
b

B
f(z) dx sau / flp(t)) - ¢'(t) dt antreneaza
a «
convergenta celeilalte integrale si are loc egalitatea:

’ 3
/a /() dx:/ﬂ Fe(B)) - ¢/ (t) dt.

atunci convergenta uneia dintre integralele /

PROBLEME REZOLVATE

1. Folosind definitia, sa se cerceteze convergenta integralelor:

o0 ©
a)T:/ e cosxdr, a>0; b)I:/ T
0 o x3+1
Rezolvare. a) Functia f(z) = €% cosz este integrabila pe V[0, A], A > 0 si:

A A A A
/ e @ coszrdr = / e (sinz) dx =e " sinx‘o + a/ e “sinxdr =
0 0 0

A A A
—e “sind—a | e (cosz) dr=e " sin A — ae™ cos x‘o —a’ / e “cosxdr =
0
=e gin A —ae " cos A +a— a’l.

1
Rezulta: [ = ] (e"“‘ sin A —ae *cos A + a).

+ a?
A a
Deoarece: 3 lim e coszdr = deducem cia integrala [ este conver-
b)
A—o0 Jo 1+ a?
N S a
genta si / e " coszdr = ——.
0 1+a

b) Functia f(x) = . este integrabila pe V[0,al, a > 0 si:

3
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/a dz _/a dz
0o 34+1 Jo (x+1)(22—z+1)

Descompunem fractia de mai sus in fractii simple:

1 A Bz +C
= 2P A Art A4 B4 BrtCrtC=1=
(x+1)(22—2z+1) zxz4+1 22—2+41
1 1 2
A—i—BzO —A+B+C—|—O A+C’:1. ObginemA:§, B:—g, C’:§. Deci:
@ g—2 1 a 1 o 2rx—1
—= | ———dx =<1 | —= | ———d
/0 x3+1 3 x+1 o Zozr1 =gl = )
/ 1(+1) 11(2 +1)\+1 2 retg 23|
—na ——In(z"—=x — . —=ar
2x2—x+13 6 2\/§g§o
1. (a+1) 2a — 1 V3
=-In——7-"—+— tg ——— tg — |.
6na2_a+1+\/§(arcg 7 + arctg 3)
@ dx 2m RV .
Deoarece 3 lim ——— = ——= rezulta ca integrala [ este convergenta i I =

amoo Jo 23 +1  34/3
2

=37

2. Sa se cerceteze care dintre integralele urmatoare sunt sau nu convergente:

a) / i; b) —:c; c) / e “sinzdzx; d) / re **sinz dx;
o x2°+1 1 V242 -1 0 1

2 00
e)/ sin xd:r p > 0; f)/ sin z dz; g)/ zcoszdx.
1P 0
Rezolvare. a) Deoarece f(z) >0, Vz € [0, 00), JLTEO(f”+1)5'f($) = 1, iar integrala

A . 1 1 1
=Im |- | =~
0 Ao\ 4 4(A+1)* 4’

oo
o .. . VN x o
rezulta, conform criteriului de comparatie ca integrala / T este convergenta.
0 T

o dx 5
/ —— este convergenta:
0o (z+1)°

/“L /7 o
o (x+4+1)° Aaoo (x+1)°  Asoco \ 4(z+1)4

b) Deoarece f > 0, xll)rglo:c - f(z) =1 (a = 1), rezulta, conform criteriului in «, ca

integrala este divergenta.

c¢) Deoarece |f(z)| = |e “sinz| < e *, Vz € [0,00) si integrala:
o0 A A
—x . —x . —x . _A
e “dx = lim e “dr= lim | —e = lim(l—-e ") =1,
0 A—o0 Jo A—oo 0 A—oo
este convergenta rezulta, conform criteriului de comparatie cu marginire, ca integrala

o
le”"sin x| dx este convergentd, deci integrala / e~ % sin x dx este absolut convergenta.

0
d) Avem: |f(z)| = |re **sinz| < ze ?*, Vx € [1,00). Apoi integrala:
00 A A
/ re * dr = lim re * dr = lim (——xe‘gx 2/ 2 d:r) =
1

A—oc J1 A—oc
T Lo oa b o 1 50 1 5 1 5 1
= Jl_)tgo (—5146 + 56 — Ze + Ze ) = 2@ o;l— Ze = Ze

fiind convergenta, rezulta ca integrala din enunt / re”**sinx dx este absolut conver-
1
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genta.
sin 2x

1 o dx
e) Daca p > 1, deoarece < —, Vz € [1,00), iar integrala / — este
x 1

o x

P
® §in 2%

convergenta, rezulta ca integrala din enunt / dx este absolut convergenta.

Daca 0 < p < 1 aplicam criteriul lui Dlrlchlet. Consideram f(z) = sin2z, iar
1
g(x) = -t Avem:

A A 1 A 1 1
/ f(x)d:r:/ sm2:1:dx:—§(2052:1:‘1 :—0081—5(:05214,
1 1

; 2
/1 f(z)dx

Rezulta atunci ca integrala /
1 P

deci < 1, iar g este o functie monoton descrescitoare cu lim g(x) = 0.
T oo

® §in 2%

dzx este convergenta. Vom arata in continuare ca

o | sin 2|

aceasta integrala nu este absolut convergenta, adica integrala / dx este diver-

1 P
gentd. Avem inegalitatea:

|sin 22| _ sin?2x
>

, Vo e[l,00).
P
Deoarece:

/00 sin22x /00 1 — cos 41: / © cosdx J
— - = T
1 xP 2 xP 2 TP TP

dz
este divergenta, fiind diferenta dintre o integrala dlvergenta 3 / — 3 si una convergenta
1T

00 4
5 / cosp iy (dupé cum rezultd din criteriul lui Dirichlet: f(x) = cos 4z,
1T

1
<=

27

A A 1 A 1. 1. . A
/ f(z) dx:/ cosdrdr = —sindx, = —sindA — -sin4 si / f(z)dx
1 1 4 4 4 1

VAe€|[l o), iar g(x) = g7 este monoton descrescdtoare cu lim g(z) = 0), rezulta ca si

integrala /
1 P

o | sin 2|

dx este divergenta, conform criteriului de comparatie cu marginire.

% sin 2%
Deducem astfel ca in acest caz 0 < p < 1 integrala / . dx este simplu convergenta.
1 x
A A
f) Un calcul simplu: / sinxdr = 1 — cos A ne arata ca A Alirn sinx dx, deci
0 —00 Jo

o<
integrala / sin z dx este divergenta.
0

g) Ca gi la punctul f) putem calcula rapid:
A A A A

/ xcosxd:r:/ x(sinx)'dx::csina:‘o —/ sinzdr = Asin A+ cos A —1,
0 0 0

o
care nu are limita pentru A — oc. Rezulta ca integrala / x cosx dx este divergenta.
0
3. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale si in caz de convergenta sa se cal-

culeze valoarea lor:

o0 dz ©  zdx 00 dz
——, a>1; b/ —_— N, n>1; / :
a)/a o= D aie "€ >l 9 | G5
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o xdx o0 dz © dx
d / 3 / ; 0; f / :
) o (1+23)3 °) 0 (a’x+1)V2a?x +1 a7 ) o zt+1
= 22 + 31 + 3
g) / e cos 2z dx; h) / rAor s e ?sinxdx.
0 o (r+1)3
Rezolvare. a) Deoarece f > 0, lim f(z) - 2?

I, (« =2 > 1), rezulta conform

o0 dz
criteriului in « ca integrala / —— este convergenta.
1 ey
Avem:

- _ . Deci:
2tz-2 3lz—1 x+2} et

e dx 1 1 © ] z—1 1. a—1
— =(zInjz -1/ — -In|z + 2 =—-In =—=In =
o 12412 3 3 a 3 lz+2ll. 3 a+2
1. a+2
= —In )
3 a-1

b) Avem: f >0, lim f(z)- (z+ 2=t =

o0 dx
—1, (a=2—1>1 si/ @

( ) s 0o (x+1)1
este convergenta. Rezulta conform criteriului de comparatie cu limita ca integrala din
enunt este si ea convergenta si:

© xdr 1 1 > 1
/0 (a:2+1)"__Z(n—l)-(xQ—l—l)"*lo T 2(n—1)
¢) Avem: f >0, lim fz)-a3? =1,

(o= 5> 1). Rezulta, conform criteriului in a,
o0 dz
forma cu limita, ca / ———— este convergenta. Pentru a o calcula facem schimbarea
1 (1+2)/x
devariabilé\/E—téx—t2 der =2tdt, r=1=1t=1, x = oc =1t — oo. Obtinem:
/00 / 2t dt /00 2dt 9 arct t‘oo
= —— = 2arc =—
1 (1+:z:f a+e) o142 &%
© d
d) Deoarece f > 0, lim f(z) - (z + n* =1, iar /0 le)z; este convergenta,

rezulta ca integrala din enunt este si ea convergenta. Pentru a calcula valoarea sa facem
schimbarea de variabila 23 =

=t =3%dr =dt, 1 =0=t=0,2 = 00 =t — 0.
Obtinem:
/00 S dx / tdt / / 1 >
0 (1+:z:33 3 1+13 3 1+t 3 1+t 3+ 1)l
1 1 0
5 w2k _6'

o0 d
e) Avem f >0, lim f@)-(z+1)32 =14 /0 W este convergenta. Rezulta

cd integrala I din enunt este convergentd. Notam 2a?z + 1 = 2 = 2a?dx

= 2tdt.
Obtinem:
1 0 tdt 2 o dt 2 ¢ t‘oo ™

— == = —arc = —.

a’? 1 (a2t2 Ly 1) t a*)i t?2+1  a? &% 2a?
. 4 . ©  dx y y
f) Avem f >0, lim f(z)-(z+1)" =1, iar / ——— este convergenta. Rezulta

T—00 0 (l‘ 1)4
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ca integrala I din enunt, este convergenta si:
dz

]:/ooo(a:2+1)2—

Descompunem fractia

o0 dx
(1:1:\/5)2 - /0 (22 —2v2 4+ 1) (22 + V2 + 1)

in fractii simple:

T+
1 _ Ax + B Cx+ D

= +
(22 —2v2+ 1) (22 +2vV2+1)  22—2v2+1 224+ 2V2+1
Axd + Ax?V/2+ Ax+ Bx2 + B2+ B+ C23 —Ca2V2+Cx+Da2 — D2z +D =1 =
A+C=0, AV2+B-CV2+D=0, A+ BV2+C—-DV2=0, B+D=1.
1 1 1 1
Rezulta A= ———, B=—-, C=—=, D= —. Deci:
zZu o) 5 N 5 1
1 1 1 1
=" e WS ) gy [ 2TV
0 22— 1vV2+1  224+a2V2+1 A—0o0 )0 2\/5(372—:0\/5—1—1)
n T +2 J A 20 — V2 =2 n 21 + V2 + 2 d
T — o =
2V2(z2 + 2v2 + 1) o \ 4v2(22 —zv2+1) 4\/§(x2+;1:\/§+1)

1 A 1
= lim ——ln(a:2—:c\/§+1)‘0—|——ln(x2—|—a:\/§+1 4/ +

= lim
A—00

A—00
- 42 42 x T +1
1 A2+ A 1 2 T — =5
/ 5 = lim In tAV2E +£ arctg vi[* +
i 5”\}5) +3 TS [4v2 A2 - AVa 11 75 o
2 T+ 54 1 A2+ A 1 V2
+£arctg 1‘/5 -| < n o V2t +£a ctg (V2A —1)—
4 7 o] A 42 A2 AV 41

2 2 2

—\/T_arctg (—1) + %arctg (V2A+1) — %arctg 1) = ;W
o0 1

g) Deoarece |e™3% cos 2x| < €73, Vi € [0,00), iar integrala/ e’%d.fr:—ge"%
0

—_

— este convergenta, rezulta ca integrala din enunt este absolut convergenta. Avem:

g
1 oo 1
/ Tcos2xdr = = / e (sin 2x)" dx = —e 3% sin 2x / ?sin 2z dx =
3 2l 3 92 0 2 3 9
00 o
=1/ écos 2z) dr = —Ze’SI oS 21:‘0 ) e ¥ cos 2r dr = i ZI'
Rezulta [ = —
ezulta 3 2 2
3 3 00 3 3
h) Deoarece |f(z)| < %61, Vz € [0,00), iar / %em dx este
convergenta (conform criteriului de comparatie cu limita:
24+3 3 © d
lim %ef (z+1)?=0 si /0 @ +:v1)2 este convergenta)

rezulta ca integrala din enunt este absolut convergenta.

Pentru a calcula integrala I data, o vom descompune in trei integrale, fiecare dintre



130 Capitolul 3

ele fiind absolut convergenta:

© 324+ 3 3 00 1) 1 1
I:/ Me“’”sinxdwz/ (z+1)+@+1)+ e *sinxdr =
o (x+1)3 0 (x+1)3
o —T 3 o0 —T o3 00 —X o3
:/ e Smxdx—i—/ e s1n:1:dx+/ e *sinz ,
o x+1 0o (x+1)2 o (z+1)3
I T I3
Avem:
© e s1nx e sinx |
I :/ N / e Csinzrdr = ————
T (w+1)3 2 (m—i—l ) ¢ ST 2(x+1)20+
~*(cosx — sin x)
+§/o m [—e Psinz +e “cosx]dr = 2/ CEE dx.
Rezulta ca: ’
o0 1 oo 1
I+ I3 = 2/ ‘. S(lii—;)cosx) da::—i (x—l—l) e “(sinz + cosx) dr =
Loe” (sinz + - + )d
=——- sin x + cos x) -e *(—sinx — cosx + cosx — sinz) dx =
2 z+1 0 2 x+1

1 © e Tging
:——/ —dx.
2 0 z+1

1
Deci: IQ+I3 = 5—]1. Rezulta ca 1211+]2+13 = —

4. Sa se arate ca: |

a y
a)/oo = da _ m(alng—a—l—b), daca a # b,
2 1
o (z4+a)(z+0)

—, daca a = b.
2a

b) /ooo (@ + a)cifﬁ 162y b(a? 1+ 02) (W“ bl Z)

c)/C>O v d _ < b+al >
o (z+a)(z2+b2) a2+ b? Y
unde a > 0, b > 0.

Rezolvare. Integralele de mai sus sunt convergente.

a) Pentru a # b descompunem fractia in fractii simple:
) 7 P YT o)z b)2 (i SHIP

x A B C

(:r;+a)(:r:+b)2_:I:+a+x+b+(x+b)2
=z = Az? + 2Abx + Ab? + Bx? + Bax + Bbx + Bab+ Cx + Ca
= A+B=0, 24b+Ba+Bb+C =1, A+ Bab+Ca =0 :A:—ﬁ, B=
a_
a b

BT )

Rezulta atunci:

/00 x dx :/00 B a n a b . 1
o (z+a)(z+b)? Jo (a—0b)*(x+a) (a—b2(x+0b) (a—0>b) (zr+b)?

:}H?o{/ot (a:ab)Q : ) - (afb) /ot (xixb)Q} -

dr =

x+a_x+b
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lmd__ @ nx+at b 1 a e b
oo | (a—b0)2 z4blo (a—b)(z+b)lo) (a—b2 b (a—0bb
! <1 - +b>
=——(aln— — .
@—o02\""p ¢
. L[ xdx ©  dx ©  dx 1 [
Dacaa:batunm/ :/ 7—a/ = — +
o (x+a)3® Jo (x+a) o (z+a)? z+alo
a o0 1
+2(:I:+a)20_%'
1 A Bz +C
b) A : = 1=Az*>+b0*A+ B2*+ B
) Avem (x 4+ a)(x? + b?) x+a+x2+b2 ~ v TR Bert
1 1
+Cx+Ca=A+B=0, Ba+C=0, A*+Ca=1=>A= ———-, B=————,
. a2 + b? a2 + b?
RN
Rezulta astfel:
/00 dx _/OO 1 11 r—a dr —
o (r+a)(a2+b2) Jo la2+02 v4+a a2+b2 224D B

t

) 1 1 9 19 a T
= lim [mlﬂ(l“F@)—mln(I +b )—I—marctggl

t—o00 0
I 1 1 r+a t+ a ; t 1 mY Ta
= lim n arctg-| =——In-+ ——— =
oo |2+ 02 Rl b2+ b2 e 2+ b 2b(a+ b2
_ 1 <7r b1 )
CES) "
x A Bz +C
Avem: = = o= A2+ 0’A+ Ba? + B
¢) Avem (x + a)(x? 4+ b?) :I:+a+x2+b2 ! v R e
tCr+Ca=A+B=0, Bat+C=1, AP+Ca=0= A=——2 _ p=_% _
a2 + b2 a2 + b2
b2
a2+ b2

Obtinem atunci:

/00 rdx _/00_ a 1 N 1 ax + b s —
o (v+a)(x2+b2)  Jo a2+ r+a a®+0* 2+0? B

2 t
| a a 9 o ||t
_tllglol 7a2+621n(x+a)+72(a2+b2) In (z +b)+7b( )arctg ] .

I a T+a N b (o t a b T
= lim |[— n arctg —| | = — o=
) R AP ) | RS SR A I

1
:a2+b2< btalny).
5. Sa se calculeze integrala:
I(a) /00 22 da y km
a) = aF# —
—oo ot — 272 cos 200 + 17 2
si apoi sa se deduca valorile integralelor:
< 2dx 00 22 dx 00 22 da
[:/7;b[:/7; 12/7.
a) I —c P+ 1 ) I ozt — 22+ 1 <) Iy —oxt+ 2241
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Rezolvare. Deoarece f > 0, lim f(z) 2> =1 (a =2 > 1) rezulti ca integrala
xT o¢]
I(«) este convergenta. Avem:
' =222 cos2a+ 1 =2 + 1+ 222 — 22%(1 + cos 2a) = (2 + 1)? — 4z%cos’a =

= (22 — 2z cosa + 1)(z% + 2z cosa + 1).

D fracti v’ in fractii simpl
escompunem fractia in fractii simple:
p x4 — 222 cos 2 + 1 p
x? Axr+ B Cz+ D

x4t —2x2cos2a + 1 - 22 —2xcosa+1 2x2242xcosa+1
= Az3 +2A4Ax%cosa + Ax + Bx? +2Bxcosa+ B+ Cax® — 2Cx%cosa + Cx + Dx’—

—2Dzcosa+D =22 = A+C =0, 2Acosa+B—-2Ccosa+D =1, A+2Bcosa+C—
—2Dcosa=0, B+ D =0.

1 1
Obtinem: A= — B=0, C =— , D =10. Deci:
4 cos o 4 cos o
1 . A T dx A T dx
I(a) = lim —/ -
4COSO‘BAj,°§O B 12 —2xcosa+1 B 224+ 2xcosa+1

1 . A 2x —2cosa A 2r+2cosa
= lim / da:—/ dzr+
8COSO‘BA37°CO,O B 12 —2xcosa+1 B 124+ 2xcosa+1
49 /A dx ) /A dx
Cos o CcoS o =
B 12 —2xcosa+1 B 124+ 2xcosa+1
1 x2—2xcosa+1‘°° 1 x—cosa‘oo 1 x 4+ cos a|®
= n - arct - + arctg ——— =
Scosa 22+ 2zcosa+1|_ 4sina sina  |_s 4sino sina |-
T » km
= aF —.
2sina’ 2
Atunci:
) ‘ T Ny I<7r> /00 x2dx T
a) pentru o = — = — ) = = —:
P g 1) Jwat 1 2
T T o0 22 dx
b) pentru a = & = I =1<—> :/ -
Jpentria=g=h=IF)=] a1 "
) ¢ 7r:>[ <7r> /00 x2dx T
¢) pentru a = — = — | = =
b 3 ’ 3 o xt+224+1 /3

6. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

a)/QTr da ——, a, b>0; b)/7r da —, a® > b+
0 a?cos?2zx +b2sin“x 0 a+bcosx+ecsinx

2t gin g
c)/ ——dz, a>b>0.
0o a—bcoszx

Rezolvare. a) Pentru calculul integralei, vom descompune intervalul [0, 27| in inter-

vale de lungime 7/2. Obtinem:

7 /2” dx /” dx n /2” dx
0 a?cos?x+ b2sin’x 0o a?cos?x + b2sin’x  Jr a?cos?x + b2sin’x’
In a doua integrala de mai sus facem schimbarea de variabila + — 7 = y. Rezulta:

[_/Tf dx +/7f dy _2/" dx B
~Jo a?cos?x 4+ b2sin®z  Jo a?cos?y+ b2sin’y T Jo a?cos?z + b2sin’x
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dx ™ dx
=2 ——+2 [ —
0 a?cos?x+ b?sin®x 7/2 a? cos® x + b? sin” x
A T
In a doua integrala din expresia de mai sus facem schimbarea de variabila z — 5 =V
Rezulta:

1_2/ dx +2/7r/2 dy _2/7T/2 dx n
" Jo a?cos?z + b2sin’z o a?siny+0b2cos?y Jo  a?cos?x+ b2sin’z

71'/2 daj
w2 [y
0 a?sin“z +b?cos’x
In integralele de mai sus facem schimbarea de variabila tgz = ¢t = = = arctgt,

dt
dr = FwE r=0=1t=0,2— g = t — oo. Obtinem astfel integrale improprii de
primul tip, convergente Rezulta deci:
dt 00 1 dt
]_2/ b2t2 1—|—t2+2/ 5 12 b2 1+t2:
1+t2 + 0 0 Ty T e
2/ +2/°° dt 2 b ttb°°+2 a ttaC’O 2m

= —_— ———— = — . —arctg — — . —arctg —| = —.

0o a? —|—b2t2 o b2+a*t? b a & o a* b &% 0 ab

b) Presupunem a, b, ¢ > 0; celelalte cazuri se trateaza in mod asemanitor. Facem

2dt
schimbarea de variabila tgg =t = x = 2arctgt, dx = T r=0=1 =0,
T — T =1— 0. Obt;inern o integrala de primul tip convergenta:

/ 2dt _2/00 dt B
a+b1+t2+01+t2 1442 0o (a—0b)t>2+2ct+ (a+0b)

B / dt B / t B
- a—b tQ Qct+ +a-|—b _c a—>blJo (t+ﬁ)2+a2—b2—c2
T

(a— ) (a—b)? (a—b)?
2 a— U el
N a—b.\/a2—b2—02 arcte
2 c 2 i c
——F—————= - arctg = — —arctg ——————=| =
/a2 — D2 — (2 /a2 — 12 — 2 /a2 — 12 — 2 \ 2 a2 — b2 — 2

a2 — b2 — 2

Ve w2

/a2 b2 _c2 0
a—b

¢) Descompunem integrala in:

T gin’zx 2t gin? g
I = —  dz + —dx.
0o a—bcoszx x a—bcosx

In integrala a doua de mai sus facem schimbarea de Variabilé xr —m =y. Deci:

™ sin®x T sin sin? x ™ sin“x
P QU A U . L N
0 a—bcoszx 0 a+bcosy a—bcosz 0 a+bcosx

. x
In ultimele doua integrale obtinute facem schimbarea de variabila tg 5= =2 =

2
= 2arctgt, dr = e r=0=>1t=0,2—=7m=1— oco. Obtinem doua integrale

improprii de primul tip
2

/ ey 2 w+/mfﬁ? 2 =
- 1—¢2 2 1-¢2 2 -
a—bip 14t 0 +bige 141
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_8/00 t*dt +8/OO tdt
o [(a+b)2+a—0b) - (#2+1)2 o [(a=0bt2+a+0b]-(12+1)%
Descompunem in fractii simple functiile de integrat de mai sus, care sunt amandoua

de tipul:
t2 Mt+N Pt+Q@Q  Rt+S

G+ey (e 112 arer aesp 47D
= (Mt + N)(1 + ) (A + B) + (Pt + Q)(At* + B) + (Rt + S)(1 + 2¢* + t*) = #?

& (Mt+ N)(At? 4+ B+ At* + Bt?) + PAt* + QAt* + BPt+ BQ + Rt + S+ 2Rt* + 25t?+
+Rt5 + St* =12

& MAt + MBt + AMt5 + MBt* + NAt? + NB+ NAt* + NBt? + PAt3 + QAt? + BPt+
+QB + Rt + S + 2Rt* + 25t> + Rt> + St* =12

=AM +R=0, NA+S=0, MA+MB+PA+2R=0, NA+ NB+ QA+ 2S5 =
=1, MB+BP+R=0, NB+QB+ S =0.

B 1 AB
Obtinem 0, (A= B 0, @ 1B R=0, S (A_ By
Deci:

2 R 1o, ] 1 AB 1
(1+#)2(A2+B) (A-B)?2 1+t A-B (1+#)2 (A-B)? A2+ B’
Rezulta:

a—>b oo dt 1 oo dt a? — b?

I=s / + o - |

4% Jo 1—|—7§2 2b 1+t2) 40> Jo (a+bt2 (a —

a+b _a —62
w5 | rrewh /

4% Jo 1+t2 2b (1+ a—bt2 + (a+b)
_4_a/°° dt _8(a—b2) a+ a—bQ) Va—b arete fx
2o 1412 42(a+b) Va-— C4(a—b) Va+b e

a—bp>® _2am 2\/a2—62___27\/a?—b2 27r( VIR,
a+blo b? b? 2 b? 2 P
7. Sa se arate ca integrala Fuler-Poisson:
K :/ e da
0
este convergenta gi are valoarea /7 /2.
() d 1 o0

Rezolvare. Deoarece f >0, lim (z+1)%-e™® = 0si / - = =1

200 0o (z+4+1)2 z+ 1l

este convergenta, rezulta conform criteriului de comparatie cu limita ca integrala K este
convergenta.
Pentru a calcula aceasta integrala, sa consideram inegalitatea evidenta:
1+t<e, Vie R\{0} & (1+te <1, Vte R\ {0}.
Inlocuind t = +22, z € IR\ {0}, obtinem inegalitatile:
1-22e” <1 ¢ (1+2%)e ™ <1.
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Vom considera prima inegalitate de mai sus doar pe intervalul (0, 1), iar a doua pe inter-
valul (0, 00). Deci:
‘ : 1
l—a22<e ™, Yz e(0,1) si e <——, Ve (0,00).
0.1) 3 . Vo e (0,00)
Ridicam la puterea n inegalitatile obtinute:

> : > 1
(1—2?)"<e™ Vze(0,1) si e <m, Va e (0,00),

iar pe acestea din urma le integram pe intervalul (0, 1), respectiv (0, 0c). Obtinem:

1 1 . 0 . o0
(1—a®)"de < | e ™ dx < e dx < _dr (3.1.1)
0 0 0 o (1

+x2)n

oo .
Pentru integrala / e " dx facem schimbarea de variabild Vnx =y. Gasim:
0

SR 0 zdy 1
na? g =/ - K. 3.1.2
/0 = [ e T = (3.1.2)

1
Apoi in integrala / (1 — 2*)" dx facem schimbarea de variabild x = cost. Rezulta:
0

| "/ )
/ (1—2a*)"de = / sin?" ! ¢ dt = (2n)
0 0

ot O (3.1.3)

. o
conform {Capitolul 1, §2, Problema 15}. In integrala / ﬁ facem schimbarea de
x
variabila z = ctgt; obtinem:

oo /2 — 3\
/ dix — / sin?" 2 ¢ dt = M . E (3_1_4)
o (I4+22) Jo (2n —2)!! 2

Obtinem astfel din (3.1.1)-(3.1.4) sirul de inegalitati:
(2n)! @n=3)!! 7
Vn———=— < K <+/n-

(2n + 1)!! (2n —2)Il 2
Ridicand la patrat [i(I;eg)zT'l]iQté’glle de mai su[s(,20bt‘;_n;))e)r'r'1].2 ,
e E K< @y T T
n [(2n)!1]? 9 n [(2n = 3)N*(2n —1) /7?2
1 [2n— )P -@ntl) K<g, =1 [(2n—2)12 <§> - (319

Utilizand formula lui Wallis:

s : (2n) 1
— = lim .
2 nooo | 2n -1 2n+1
(vezi {Capitolul 1, §2, Problema 16}), trecem la limita in (3.1.5). Rezulta:

K=" = K:\f (K > 0),

0 y-
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deci: /oo e dr = g

0
8. Pornind de la definitie sa se studieze convergenta integralelor:

L dx 12 dx
a) | —=—=: b) / o
RV 0o xlIn“x
Rezolvare. a) Functia de sub semnul integrala f este nemarginita pe [0, 1), lirr%f(x) =
z—
<1
= 00. Este o integrala improprie de al doilea tip. Avem:

L dx ) t dr ‘t

T
— = lim —— = lim arcsinz| = lim arcsint = —.
1 — 22 t—1 A1 — 72 t—1 0 t—1 2
0 I—x t<1 0 L=z t<1 t<1
b) Avem lim f(z) = oc. Rezulta:
x—){?
x>

/2 dx , 12 dx _ 172 (Inz)’ , 1
/ ——— = lim ——— = IIH(I) 5 dr = 1111(1) e
o xlIn“zx 1;;8 v xIn“zx u9 Ju In“ z uss

. < 1 N 1 ) 1
= 1um | — —_— ] = —.
uz0 Inu In2 In2
9. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale:

) [ gca<h b)/ﬂ dr_, c)/mdix e R
a V12 —a? = 0 vsinz’ 0 (sinz)P’ b ’

d) /()W/Q(Sin:c)a : (cosx)'g dr, a, B € R; e) /Ul(lnx)2 dr; f) /U \/f d:

1 qin L
g)/o Sm"’”da:.

x
Rezolvare. Integralele sunt improprii de al doilea tip, functiile de sub semnul inte-

grala fiind nemarginite pe intervalele respective.

a) Avem f(z) >0, Vx € (a,b], lim f(z) = oo, iar
r>a
1 1 1
lim ——— (z—a)/?=—, A=-<1.
720 \1? — a? ( ) V2a 2
Rezulta conform criteriului in A ca integrala este convergenta.

1
b) Avem: f(z) > 0, Vz € (0,7), lim f(z)-2'? = lim \/5 =1 A=-<1.
r—0 r—0 \/S1n & 2
>0 >0
Rezulta ca integrala T _da 0 < a < , este convergenta
Al integr —, a < T, nvergenta.
& 0 Vsin x &
VT — T—z= . 1
Apoi: lim f(z) - (x — 2)"? = lim W. LTI i \/g =1, A2==-x<1
T<n T2r Vsing v \/siny 2
y

Ded a sl int | / T dw 0<a< t ta
educem ca §1 1ntegrala —F a T este convergenta.
a \/SIln l"

A T dz
In concluzie integrala / - este convergenta.
0 Vsinz

,dar lim f(x) - 2P = 1 rezulta ca
z—0

c) Daca p > 0, deoarece f(x) > 0, Vx € <O,g
>0
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integrala are aceeasi natura cu integrala /1 d—f. Deducem astfel ca pentru 0 < p < 1
integrala este convergenta, iar pentru p > 10 inxtegrala este divergenta.

Daca p < 0 integrala este o integrala proprie, deci convergenta. In concluzie daci
p € (—o0, 1) integrala este convergenta, iar daca p € [1,00) integrala este divergenta.

d) Daca «, 8 > 0 integrala este proprie, deci convergenta. Daca o < 0 integrala este

improprie in z = 0, f(xz) > 0, Vz € (0,7/2). Deoarece lir% f(z) -z =1, rezulta ca
T
>0

w/2—a
integrala [, = / (sinz)*(cosx)? dz, 0 < a < 7/2, are aceeasi naturi cu integrala
0

w/2—a
/ x%dzx. Deci I; este convergentd pentru —a < 1< (0 >)a > —1 i este divergenta
0
pentru —a>1& a < —1.
T
Daca 8 < 0 integrala este improprie in x = 2 f(z) >0, Ya € (0,7/2). Deoarece:

B x g
lim f(z) - <E - fI?) > =" lim (cosy)® - (siny)? -y P =1,

x—7/2 2 y—0
x<mw/2 y>0
w/2 ™
rezultd ca integrala I, = / (sinx)*(cosz)P dx, 0 < a < 5 are aceeagi naturd cu
a

w/2 B

<§ — x) dx. Deci I este convergentd pentru —f < 1 = —1 < (< 0) si
a
divergenta pentru —3 > 1< g < —1.

) T
integrala /

Deci in concluzie integrala din enunt, este convergenta daca o € (—1,00) si § €
€ (—1,00), in rest fiind divergenta.
e) Avem f(z) >0, Va € (0,1) si:

In z)? 2lng Inz 1
lim v/z-(In2)? = lim ( T ) = lim 45— = -4 lim — = -4 lim —*—~ =0.
z—0 z—0 — =0 ——— . = r—0 — =0 ——— .« =
>0 >0 VT >0 2Vz = >0 VT >0 2Vz =

1
Deoarece \ = 3 < 1, conform criteriului in A, rezulta ca integrala este convergenta.
f) Integrala este improprie de al doilea tip in 2 = 0, iar functia de sub semnul integrala
are gi valori nenegative si valori nepozitive. Sa studiem mai intai absoluta convergenta a

integralei date, adica integrala:
1

1 ‘sin;
e [,
0 VT
x sin%
Deoarece lim
Tr—

Ve

deci integrala din enunt este absolut convergenta.

A_‘

1
= 0 pentru 3 < A < 1 rezulta ca integrala I, este convergenta,

1
g) Sa facem schimbarea de variabila — = y. Rezulta:

T
-1 . . .
/1 s1n5dx:_/1s1111y-%dy:/oosmydy:/oosmxd%
0 T oy Yy 1 Yy 1 T
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Astfel am transformat integrala improprie de al doilea tip intr-o integrala improprie de

primul tip.
% sinx . . . g o e
Integrala / dx este convergenta, dupa cum rezulta din criteriul lui Dirichlet cu
1
1
f(z) =sinz, g(xr) = —, = > 1. Functia f este integrabila Riemann pe V[1,A], A > 1

T
A

5 ®(A) = / sinz dr = — cos A + cos 1 este marginita pe [1,00) : |®(A)| < 2, iar functia
1

g este monoton descrescitoare pe [1,00) si lim g(xz)=0.
xT oo
1

ls
Rezulta deci ca integrala / L dx este convergenta. Vom arata in continuare ca
0

aceasta integrala nu este absolut convergenta. Presupunem prin reducere la absurd ca

integrala este absolut convergenta, adica integrala:

o1 .
—dr = —— dx este convergenta.
0 X 1

x
Dar: )
% |sinx % sin“z 1 1—cos2x 21: % cos 2z
/ | |dx2/ dr = = / —— = dx.
1 T 1 T 2 /1 T T2 T
© cos 21 .
Deoarece / dx este convergenta (conform criteriului lui Dirichlet: f(a:) = cos 2z,
1

(
1 . A 1 . . .
O(A) = / cos2zxdr = §sm2x‘1 = i(stA —sin2) gi [P(A)] < 1, VA > 1,
1
dx
— 2 est ton d At I —0 It t 1—/—
g(x) ” este monoton descresctoare cu lim g(x) ) ar rezulta ca i integrala 5]
ar fi convergenta, ceea ce este absurd. Deci integrala:

1

1 sin = % sin &
/ "’“’dx:/ dx
0o T 1 T

este simplu convergenta.

10. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale gi in caz de convergenta sa se

calculeze valoarea lor:

1 1 dx
) Y 0/, \/T:H Vi

(x 4+ 2) dm T —a I g arcsin x
d <b f N
/ (1l — ) 1-2) e)/a Vb—a T, a<b ) G Viee

1
Rezolvare. a) Avem: f(z) >0, Vz €[0,1)si li_r)r% f@)-1-o)2=1, \= 3 < L.

<l

Rezulta ca integrala este convergenta.
Pentru a o calcula, facem schimbarea de variabilda x = sin’t = dx = sin2tdt.
Obtinem:
I= /ﬂ/2sin2t sin t - 2sintcostdt = 2/ sin' t dt = ! /W/Q(l — cos 2t)? dt =
0 cost 2 0

1 sm/2 1 4t 3 1 1 3
= 5/0 (1—2(}082254—“%) dt = 1 g——sm%‘ sm4t‘ g
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b) Deoarece f(z) >0, Vx € [-1,1) si:

1 — 1/2 1 — 1/2 1
lim LTy (1/25”) =Ll A=5 <1,
2 e-2@-1) g2 (=) (2-0) ’

rezulta ca integrala este convergenta.

Facem schimbarea de variabila Tot= \/(1 —z)2—z)=t2—-2),x=

— X
2t — 1 —2t 2 5
:7t2_1,dxzi(tQ_l)th,x:—ljt:tlz\/;,lejt:‘[b:(] Rezulta:
> 1 —2t to 2t t—1p f+f
1= — at=— [ —:—ln‘—
i) Pt T "
= In (5 + 2V/6).
c) Avem f(z) >0, Yz € (—1,1) si:
(1—x2)'/? 1 , (z 4 1)1/2 1

lim lim = —,
221 (24 2)v/1 — a2 T 32 ool (z+2V1—22 V2

>
deci integrala este convergenta.

/1— 1—1¢
Facem schimbarea de variabild . +x =t=>Vi-22=tl+2z), 1= —
T

1+1t%
—Atdt .
dr = ——=, 2 > —1=t =00,z —1=1t—0. Deci:
(14 t2)?
7 /0 1 —4t dt 2/00 dt 2 ; t | T
= ‘ — = —arctg — —.
(S2+2)t(1+8) @+ "l 243 V3 CValh V3
d) Deoarece f(z) >0, Vz € (0,1), iar:
1/2 9 1—1)l/2 2
lim T2y g, U0 @)
>0 ol - ) il (ol —a)
rezulta ca integrala este convergenta.
t2
Facem schimbarea de variabila =t=Je(l—z) =t(1l—-2), x = ,
11—z T 142
2t dt )
dt = ——=,t—> 0=t — 0,z = 1 =1t — oo. Obtinem:
(14 12)?

t2
o Lo 49 2 o 249 oo 00 2
]:/ EZ tat :2/ ?’tidtzzl/ i_ﬂ/ _tdt
0 t@_ t)(1+ﬁV o(ﬁ+n2 o 241 "Jo (t2+1)2

tZ
t | ot
- =1 [ [
/ / @Mﬂ) ﬁ ﬁ+1o+o 12+ 1
—5arctgt‘ —7%

e) Functia f de sub semnul integrala satisface relatiile: f(z) > 0, V& € [a,b), iar

:lz,-lg}; f(@) - (b— )2 = Vb — a. Rezultd ci integrala este convergenti. Facem schimbarea
z<b

de variabild x = acos? p +bsin?p, ¢ € (0,7/2);x=a=p=0,2 = b (x <b) = p—
—7/2 (¢ <7/2), dr = (b— a)sin2¢ dp. Obtinem:
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/2 bsin2 o — in2 /2
I:/ el el -(b—a)sin2g0dg0:/ 2(b — a)sin® pdy =
0 bcos? o — acos? p 0
w/2 1 T
=(b—a) [ (1= cos2p)do = (b - a) <g—§sin2g00/2> =Z(b—a).
0
f) Avem f(xz) >0, Vo e (—1,1) si:

. (1 —-2)Y? . zarcsinz s . (1 +2)"22 arcsinz m
lim = lim =

) V1—a? S 2v2) el N T 22

Rezulta ca integrala este convergenta. Obtinem:
1 1

2

1 1 1
I= / x(arcsin x)’ arcsin z dr = 5/ z[(arcsin z)?) do = ix(arcsin ) ‘
—1 1

1 ! ? 1 ! rcsin = 2 1 rm/2 2
—— /71(arcsin96)2 dr = % -5 71(arcsin z)? dy =T % “3). y2 cosy dy = %_

1 r7/2 9, . , 71'2 1 5 . /2 w/2 ) 7T2 7T2 /2 ,
=5 Y By dy = pgytsinyl [ ysinydy = z—z—/_my(cosy) dy=

w/2 n /‘7"/2 d . ‘71'/2 9
= —y cos cos = sin =
yeosy|_ [, cosvdy Y| s
11. Sa se arate ca integrala:

1 x
1= / _ T
0 V1 —2a3
are sens si sa se afle apoi, prin dezvoltare in serie, valoarea ei.
Rezolvare. Deoarece f(z) >0, Vx € [0,1), iar:
1 1
lim (1 — 2)!/2 . ’ - A==
721 Jad—z)(l+z+a2) V3 2

rezulta ca integrala este convergenta.

<1,

Pentru a determina dezvoltarea in serie a functiei pornim de la dezvoltarea

A
V1= 23
in serie:

1 s 1 x+1'3x2+1'3'5x3+ +1-3-5---(2n—1)
1—z  2-117 22.91 23 . 3! o . )

(vezi {Capitolul 2, §3, Problema 15}). Rezulta:
135 (2n—1) 4 )
x “ e s

"+, |z < 1,

i

z 13 5 135
E———— €T T voee

v1-—23 22 . 2! 23 . 3! 2" . n!
Vz € (—1,1). Integram pe [0,a] (0 < a < 1) seria de puteri de mai sus, termen cu

1 L
x +2.1!x+

termen. Obtinem:

/ade:(l‘_2+i.l‘_5+£.x_8+1.3-5.x_11+...+

0 V1—2a3 2 2.1 5 22.20 8 23.30 11
]_.3.5...(2n_1).x3n+2+.“>a _

/a T dx:a_2+ 1 -a_5+1-3-a_8+1-3-5.a_11+-“+1-3-5---(2n—1)-a3”+2+-“‘

0v1—13 2 2.11'5 22.2008 23.30 11 27 . n! 3n+2

(3.1.6)

Seria obtinuta mai sus pentru a = 1:
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1 & 1-3:5---(2n—1) 1
2" nz::l 2 ] 3n+2
este convergenta, dupa cum rezulta din criteriul lui Raabe-Duhamel. Intr-adevir:
2 2
lim n n —1])=1lmn (2n +2)(3n +5) -1 :§>1.
n—o0 -\ @4 n—oo | (2n + 1)(3n + 2) 2

Deducem astfel ca putem trece la limita pentru a — 1 in egalitatea (3.1.6), in membrul

drept trecand la limita termen cu termen. Obtinem:
T 1 & 1-3:-5---(2n—1)
" dr ==

/0\/1—:53 v 2+Z 27 -nl- (3n+2)

n=1
12. Sa se calculeze integralele:

w/2 /2
I:/ Insinz dz, J:/ Incosx dzx.
0 0

Rezolvare. In integrala J facem schimbarea de variabila g — o = y. Obtinem:

w/2
J:/ Insiny dy = I.
0

. T .
Deoarece —Insinxz >0, Vx € (0, 3| iar:
—Insinz —COST - ——
lim \/z - (—Insinz) = lim ———— = lim ————38% = 2 lim \/z cosz = 0,
z—0 z—0 — r—0 —_—— . = z—0
>0 >0 NG >0 DAV >0

rezulta ca integrala —1I este convergenta, deci I gi J(= I) sunt si ele convergente.

Avem:

/2 /2 in 2 m/2
2]2]—1—]:/ (Insinz + Incos z) d:c:/ lnsm2xd:c:/ lnsianda:—gan.
0 0 0

In ultima integrala obtinuta mai sus facem schimbarea de variabila 2x = y = z = %,

d
d:cz;y,:c:0:>y:0,x:g:>y:7r. Rezulta:
1 rm 1 rm/2 1 rm
2l = 5/0 lnsinydy—%anz 5/0 lnsinxd:c+§/ﬂ/21nsinxdx—gln2:
1 pm/2 1 rm/2 1
25/0 lnsin:cda:+§/0 lnsinydy—%anz§(I+[)—gln2:l—gln2.

Obtinem astfel: [ = —g n2=J.
O alta metoda pentru calculul integralelor I si J este urmatoarea: facem in [ schim-
barea de variabila x = 2¢. Rezulta:

/4 i T /4 ) /4
]:2/ 1ns1n2tdt:21n2-z+2/ 1ns1ntdt+2/ In cost dt.
0 0 0

. T
In ultima integrala obtinuta mai sus facem schimbarea 5~ t = y. Obtinem:

mln2
2

w/2 In2 /2
+/ lnsintdt] _ T +2/ In sin z dz.
/4 2 0

I m1ln2

/4 /2 m/4
+2/ lnsintdt+2// Insintdt = +2[/ Insint dt+
0 /4 0
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mln2

Deci: [ = +2I. Regultd: [=——

5 In2=J.
13. Sa se arate ca:

a)/OO du - " , a+b>0;
a (z+bVx—a Va+b
dx

1 s
b / - Ca,b>0;
) -1 (a?22+01)V1 — 22 bva® + 12 “

b f(z) /2 2 .
c) dx =2 flacos”t +bsin”t)dt, a <b.
/a V(@ —a)(b—x) /o

Rezolvare. a) Integrala data este o integrala improprie de ambele tipuri. Avem:
3/2
x

I 1 ST T el Loa=lay
im =1, a=— i lim = = — .
=0 (x+ b))y —a 2 i 220 (z4+b)Vr—a a4+ 2
Rezulta ca integrala este convergenta.

Notimz —a=1>=>a2=a+1, de=2tdt, * 2a=1t—0, ©—=>00=>t— 00
Deci:

t o ™

o0 1 2
= ———— . 2tdt = ——= arct
/0 (t2+a+0b)t \/a+ba}rc &

a—+blo - Va+b
b) Este o integrala improprie de al doilea tip, convergenta deoarece:
(1—x2)'/2 1

im =
z21 (a2x2+62)m \/§(a2+b2)

(1+2)1/2 1

ro-] (a222+02)V1—22  V2(a24b?)
Notam z = sint = dx = costdt, v - —1 =t - —7/2, v = 1 =t - 7/2
Obtinem:

I /7’/2 cos tdt /7’/2 dt

/2 (a2sin® ¢ + b?) cos t T Jorp a?sin®t + 02

In ultima integrala obtinuta notam tgt =y = ¢t = arctgy, dt =

. Rezulta:
1492
[:/“ 1 dy :/f’o dy _ 1 _mx
a0 14y S (@A) a b
xarctgyiboo :L.
Vaz+ b0l bva? + b?

c) Integrala este convergenta:

. (z—a)'?-f(z) _ f(a) . (b—2)'” f(x) _ f(b)

lim = , lim = )
SeJa-ab-2) Vb-a i Ja—a)b-z) Vb-a

Notim x = acos’t + bsin’t, do = (b—a)sin2tdt, v -a=1t—=0, v b=t
— 7/2. Obtinem:

2t + bsin®t
flacos't +bsin’t) - (b—a)sin2tdt =
—asin®t)(bcos? t — acos?t)

w/2
=
0 \/(bsin2t
_/"/2 f(acos®t + bsin®t)
0

w/2
(b—a)sintcost (b—a)2sintcostdt = 2/0 flacos®t + bsin®t) dt.
14. Sa se arate ca integrala:
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/ Inz
1+ xQ
are sens si ca valoarea ei este zero.

Rezolvare. Este o integrala improprie de ambele tipuri convergenta. Intr-adevir,

deoarece: a2 .
lnx lnx =
2Vx
N > Inzx y
rezulta ca integrala / dx este convergenta.
1 1422
Apoi din:
rz(—Inzx —Inzx —1 1
1ir%7f( 2):lir% T = lim =0, A=<,
iy 1t PV~ R v A 2
NIV ' (~Inx) y .
rezulta ca i integrala / Tra2 dz este convergenta. Deci integrala:
0 x

oo ] 1(—1 oo ]
I:/ ne dx:—/ ﬂdm%—/ BT dr
o 1+ a2 0o 1+ a2 1 1422
este convergenta.

Pentru a calcula integrala de mai sus, o descopunem din nou in:

lnzx dr + /00 Inx g
e} €T €Z.
0o 1+ a2 1 1422 . | .
In prima integrald facem schimbarea de variabild — =y = » = —, dor = —— dy,
z Y Y
r—0=y—o00 z=1=y=1. Rezulté'
Lay=- / dy.
/0 1+ xQ / Y 1 14y? Y
© Ing oo lna:
Deci: I:—/ 7dx+/ dr = 0.
1 1422 1 1422
15. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale:
7/2 In (si s sin (z + L
a)/ Mdm, a € IR; b)/ Md:c, a € IR;
0 xat 0 :cczi
o g™ arctg x o0 x
c)/ 7gdx, m, n € IR; d)/ . p,q € IR;
0 2+ f" 0 P+ xt
o
e) / a®sin —dx, a > 0.
1 x
Rezolvare. a) Integrala din enunt este:
7/2 In ™/2 In -+ 7
]:—/ —sing d:c——/ f(zx)dx =—1, f(z)=—222 >, VxG(O,—}
0 x® 0 i 2
Daca a < 0 avem: cos
In si sy
lim 7% In (sinz) = lim e P TN | e A R
z—0 =0 @ z—0 qp—1 =0 qxr® sing
Rezulta ca integrala este o integrala proprie, deci convergenta.
Daca o« > 0 avem:
y —Insinz . —lInsinx - —cosT @ r—a

lim z = lim ——— = lim

= 11m -
—0 e =0 A =0 (@ — N)ze=2~1 250 oo — A sinz
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Pentru 0 < a < 1 exista A\, a < A <1 al. lir% 2 f(x) = 0, deci I, este convergenta,
z—
iar I este absolut convergenta. Pentru a > 1 exista A\, 1 < A < a a.i.:
I }‘f( )= 1i —Insinzx
xl—I}fle )= xl—I>IfIJ ra—A
deci [; si I sunt divergente.

= 0Q,

In concluzie dacit o < 1 integrala este absolut convergenta, iar daca a > 1 integrala
este divergenté.
Descompunem integrala data in:

_/OOSHI x+ x_/bSID(QT—F )dx+/a51n(a:+ )dx+/w8in(x+%)d

xi
xa

J

I 12 I3
(I, este proprie, putem lua b < 1 gi a > 1).

Vom studia separat integralele Iy si I3. Pentru I; facem schimbarea de variabila

o(x) =z + — = t, ¢ este strict descrescatoare pe (0,b], derivabila cu derivata continua,
x

r—=0=p0+) 200, x=b= () =b+ %, o1 [p(b),00) = (0,0], o 1(t) =
:t—\/t2—4 ViZ —4 —

2
_/00 20~ 1sint / 20~ 1smiE (t+\/t — 4)o!
bii (t— V2 —4)el /12 b+l a=l. /12 —4

1 o sint
_ . 2 a—1
= /H% (4 Vi 4) dt.
Daca a < 0 integrala I; este proprie, deci convergenta. Daca 0 < a < 2 atunci [;

(o) = Rezulti:
0y = =t

I - bsingp(x)d M5 sint t2—4—t B
b /o P t—ivt?—‘l)o‘ PN =

o=

W

este convergenta, dupa cum rezulta din criteriul lui Dirichlet. Intr-adevar considerand

t+ /1 —4)!
f(t) =sint i g(t) = (t+ = 4) avem:

A A 1 1
@(A):/ f(t)dt:—cost‘ | =COS <b+—>—cosA, D(A)] <2, VA>b+ —,
b++ b+ b b
iar g este monoton descrescatoare la 0 pentru ¢ — oo, deoarece a@ < 2. Daca a > 2

integrala [; transformata mai sus este divergenta. Se foloseste criteriul lui Cauchy si

//?” h(z) dx

anume se arata ca:

1
20> 0 ad YAy > bt o 34, AT A"> AT Aq ad

sing - (z + Va2 —4)27!
x2 —4

Pentru I3 facem schimbarea ¢ (z) = z +

Z €0,

unde h(x) =

1 . o
— = t, 1 este strict crescatoare pe [a, 00),

T
derivabila cu derivata continud, ¢! : [¢)(a), 00) = [a,00), T = 00 =t = 00, & = a =
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t+Vt2—4 2—4+t

1
t= —, 7 Ht) = “1t)]) = ——=——. Rezulta:
at— P (1) 5 [ ()] oyE g ezultd
_[osiny(x) e sint t2—4+t
1= [ —zg—dx_ﬁﬁ«thﬁa.Q et
_20471/00 sint gt
B Lt /22— Al 12—

Pentru studiul acestei integrale aplicam criteriul lui Dirichlet in cazul a > 0. Con-
sideram f(t) = sint,
A A
@(A):/ sintdt =—cost| |
att oty
1

(t+ V12— 4)2-1/12 —

Rezulta ca daca a > 0 I3 este convergenta. Daca a < 0 I3 este divergenta, conform

/A” h(x) dx

!

1 1
= CO0S (a—l——)—cosA, D(A)| <2, VA>a+ —,
a a

este monoton descrescatoare la 0, pentru ¢t — oc.

iar g(t) =

criteriului lui Cauchy:
1
deg ad. VAg > a+ e FJA', A" A" > AT > Ay ald
sinz (z + V12 —4)'"

2
2 —4
In concluzie integrala I este convergenta daca 0 < a < 2, in rest ea este divergenta.

Z €0,

unde h(z) =

Pentru a studia absoluta convergenta a integralei date vom studia absoluta convergenta

a integralelor:
sint

_ 0o sin ¢ R A
le/C (H\/—)la.\/fdt i [2_/c (t+VE -4t V24

¢ > 2. Stim de mai sus ca I, este convergenta pentru a < 2, iar I, este convergenta

dt,

pentru a > 0.

Pentru I; avem:
sin? ¢

_ oo t 00
](]1:/ |Sln | dtZ/ dt:
e (t+VI2 =4 12— e (t+ V2 —4)l—e. 12 —4
_1/ dt / cos 2t =T 41
2 +vE—Dre. 24 2) +VE-—dre.2—4 T

Deoarece 14 este dlvergenta pentru a > 1, iar I5 este convergenta pentru a < 2, rezulta

ca Iy este divergenta pentru 2 > o > 1. Pentru a < 1 avem:
| sin ¢|

<
G+ Ve Do VB4 (4P B o VP-4
dt

(o0} _
iar este convergenta. Deci I; este absolut convergenta
l (t+VE ) V-4 g : g
pentru a < 1 gi simplu convergenta pentru 1 < a < 2.

Pentru I, avem:
sin? ¢

- o0 | sin ¢ %0
I:/ ﬁ>/ dt =
27l g4 VE—de V-4 Tl (t+VE—d)e P4
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dt / cos 2t G141
2 t+\/—)a1 2_ 2 t+\/myx—l,\/m — 16 7.

Deoarece I este divergenta pentru a < 1, iar I7 este convergenta pentru a > 0, rezulta

ci Iy, este divergents pentru 0 < o < 1. Pentru o > 1 avem:
| sin ¢ < 1
(t+VE2—4)e 1 2 =47 (L4124 12— 4

L dt
iar 1ntegrala/

c (t+\/7r)a_1'\/m

vergenta pentru o > 1 gi simplu convergenta pentru 0 < a < 1.

este convergenta. Deci I este absolut con-

Deducem in final ca integrala initiala I nu este absolut convergenta pentru nici o

valoare a lui «.

. . . ™. arctgx
c¢) Functia de sub semnul integrala este f(x) = St an >0, Yz € (0,00).
x
Cazul I: m >0, n> 0. Avem o integrala improprie de primul tip. Deoarece:
m arct m+a
I = lim go. 228 L T T
T—00 24+ n 2 x—=00 ) 4 g

este finit pentru m + a <n <& a < n —m, deducem:

- daca n —m > 1 integrala I este convergenta.

- dacan—m =1 atunci L = g pentru a = 1, deci integrala I este divergenta.

-dacan—m < 1 atunci da, n —m < a < 1 ail. L = oo, deci integrala I este
divergenta.

Deci pentru m — m > 1 integrala [ este convergenta, iar pentru n — m < 1 integrala
I este divergenta.

Cazul I : m < 0, n > 0. Avem o integrala improprie de ambele tipuri. Inz=0

avem:

x)x+m+1

[ =limz*- 2™
z—0 2+ xn z—0 2

finit pentru A +m + 1 > 0. Rezulta:

- daca m > —2 atunci 3\, —m — 1 < XA < 1 a.i. [ = finit, deci integrala I; =
= / z)dx (a > 0) este convergenta.

- daca m = —2 atunci pentru A = 1 rezulta [ = %, deci I, este divergenta.

dacam < —2atuncid\, —-m—1>A>1lal m+2<A+m+1<0,decil =00
iar I este divergenta.

Deci pentru m > —2 integrala [ este convergenta, iar pentru m < —2 integrala [,
este divergenta.

Pentru z — oo avem:
. ™ arctg x T
L= lim z* T AIeT _
T—00 24+ gn 2 z—o0
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finit pentru a + m — n < 0. Rezulta:

- daca m —n < —1 atunci Ja > 1 ad. L = finit, deci [, = /Oof(:v) dr (a > 0) este
convergenta. ‘

-daca m —n = —1 pentru a = 1 rezuta L = g, deci I este divergenta.

-dacam—n > —1 atunci 3o, —m+n < a <1al L =oc,deci I, este divergenta.

Deci pentru —m + n > 1 integrala I, este convergenta, iar pentru —m +n < 1
integrala I, este divergenta.

In concluzie pentru m > —2 ¢i —m +n > 1 integrala I este convergenta, in rest este
divergenta.

Cazul III: m > 0, n < 0. Integrala I este:

o g™ arctg x oo g™M~" arctg x
1 :/ -1 dv :/ o L1
0o 2 0 2" 41

—-n

3

o integrala improprie de primul tip.

Deoarece:
m—n

T arctgxr +m

L=1lmz" ——— = — lim 2™ =00
T—00 2x—n + 1 4 z—o0
pentru a < 1, rezulta ca in acest caz integrala I este divergenta.

Cazul IV : m < 0, n < 0. Integrala:
oo 1 -n
I = / — -arctgx dr
o ™™ 2x"41
este o integrala improprie de ambele tipuri.

In 2 = 0 avem:
"z arctgx
[ = lim 2> - . & = limx
z—0 ™ (207" 4 1) T x—0

-n
A—n+14+m

Rezulta ca:
-daca m —n > —2 atunci 3\, n—m —1 < A < 1 ai. [ = 0, deci integrala
I = /a f(z)dz (a > 0) este convergenta.
. glacé m —n = —2 atunci pentru A = 1 rezulta [ = 1, deci I; este divergenta.
-dacam—n < —2atunci 3\, n—m—1> A >1a.i. [ = oo, deci I, este divergenta.
Deci pentru m — n > —2 integrala Iy este convergenta, iar pentru m —n < —2
integrala I; este divergenta.

Pentru z — oc avem:
—n
T

L= lim 2° tgr = = . lim 2°
_acglc;lox .x—m.(Qx—n_Fl).arC gx_z.xl)rgox

+m

Rezulta ca:
-dacam < —1 atunci da, 1 <a < -mad L =0,decil,= / f(z)dz (a > 0)
a
este convergenta.
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- daca m = —1 atunci pentru a = 1 rezulta L = %, deci I, este divergenta.

-daca m > —1 atunci da, —m < a <1 ai. L =oc, deci I, este divergenta.

Deci pentru m < —1 integrala I, este convergenta, iar pentru m > —1 integrala [,
este divergenta.

In concluzie pentru m —n > —2 si m < —1 integrala I este convergenta, in rest fiind
divergenta.

Cazul V:n=0. Avem[z/ooxmar%

a) Dacd m > 0 avem o integrgmlé improprie de primul tip. Deoarece:

Jim 2 () = § Jim 2" = o0

pentru a+ m > 0 gi a > 1 rezulta ca integrala I este divergenta.

b) Daca m < 0 avem o integrala improprie de ambele tipuri.

In z = 0 avem:
A ™ arctgr 1

[ =lima" - = = lim gM™ L,
z—0 3 T 3 z—0

Rezulta ca:
-dacam+2 >0 atunci 3\, —m —1< A <1 a.i. [ =0, deciintegrala [, =
= / f(z)dz (a > 0) este convergenta.
0

- daca m + 2 = 0 atunci pentru A = 1 rezulta [ = %, deci I, este divergenta.
-daca m+2 < 0atunci 3\, 1 <A< —-m—1al. | =o0,deci[; este divergenta.
Deci pentru m + 2 > 0 integrala I; este convergenta, iar pentru m + 2 < 0 integrala
I, este divergenta.
Pentru z — oo avem:
o TMarctgx w

L=I1lmz% ———— = — lim z°

+m

Rezulta ca:
o0

-daca m < —1 atunci Ja, 1 <a < —mai. L =0,decil, = / f(x)dx (a > 0)
este convergenta. ’

- daca m = —1 atunci pentru a = 1 rezulta L = %, deci I, este divergenta.

-daca m > —1 atunci da, —m < a <1 al L = o0, deci I, este divergenta.

Deci pentru m < —1 integrala I, este convergenta, iar pentru m > 1 integrala I, este
divergenta.

In concluzie dacit —2 < m < —1 integrala [ este convergenta, in rest fiind divergenta.

Cazul VI: m =0. Avem [ = /oc arctg v dz.

0o 242"
a) Daca n > 0 integrala I este improprie de primul tip. Avem:

: « _z : a—n
L= Jig 2%f(e) = 3 Jim, =™
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Rezulta ca:
-dacan >1atunci da, 1 <a <mna.i. L =0, deci I este convergenta.
- daca n =1 pentru a = 1 rezulta L = g, deci [ este divergenta.
-dacan <1 atunci 3o, n < a <1 ald L =o0,deci I este divergenta.
Deci pentru n > 1 integrala I este convergenta, iar pentru n < 1 integrala I este
divergenta.
~"arctgx

b) Daci n < 0 integrala I = / ’
0

dx este o integrala improprie de primul
2" 41

tip. Avem:
L:xll)rgoxaf(x) = %xh_)rgoxo‘ =00 pentru 0<a <],
deci I este divergenta.
In concluzie daci n > 1 integrala I este convergenta, in rest fiind divergenta.
In final rezulta ca integrala este convergenta in urmatoarele situatii:
-m>0, n>0, n—m > 1;
-m<0, n>0, n—m>1, —m <2
-m<0, n<0, n—m<2, —m>1;
n=0, 1<-m<2
-m=0, n>1

=
-m>0, n>0, n—m > 1;
-m<0, n>0, n—=—m>1, —m<2;
-m<0, n<0, n—m<2, —m>1
=

n>0, n—m>1, m>-=2;
n<0, n—m<2 m< -1
Conditiile de mai sus se pot scrie sub o forma restransa:
(a) max{—m,n—m} >1 si (b) min{—m, n—m} < 2.
Deci in conditiile (a) si (b) integrala este convergenta, in rest ea este divergenta.

>0, Va e (0,00).

d) Functia de sub semnul integrala este f(z) =
P + x4

Cazul I:p >0, ¢ > 0. Integrala I = / f(z) dx este convergenta daca :
0
max {p, ¢} > 1 (pentru z — oc0) si min{p, ¢} <1 (pentru x =0).
Cazul IT: p > 0, ¢ <0. Avem:

o dx o0 x_q
[:/ 71 :/ 76&17,
0 xp+ITq 0o aP 141
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o integrala improprie de primul tip, care este convergenta pentrup—q¢+q¢ > 1< p> 1.

Cazul IIT: p <0, ¢ > 0. Avem:

]:/ 7_/ z,
0 5 + a0 1+x‘11’

o integrala improprie de primul tip, convergenta pentru g > 1.
Cazul IV : p <0, ¢<0. Integrala este:
oo x —pP—q
I = / = / dz,
0 L+ L P
o integrala improprie de prlmul tlp dlvergenta, deoarece —p — ¢ — max {—p, —q} > 0.

Cazul V:p=0. AvemI:/OO

o 1429
- daca ¢ > 0 integrala [ este convergenta pentru ¢ > 1.

. Rezulta:

- daca ¢ = 0 integrala [ este divergenta.

o] —q
- daca ¢ < 0 integrala I = /
0

dz este divergenta.
x94+1
*  dx
Cazul VI: q=0. Avem I:/
o aP+1

- daca p > 0 integrala [ este convergenta pentru p > 1.

. Rezulta:

- daca p = 0 integrala I este divergenta.
-Pp

o.¢]
- daca p < 0 integrala [ = / 1 dz este divergenta.
0

-p
In concluzie integrala este convirge—l'l-té in situatiile:
-p>0, ¢ >0, max{p, ¢} > 1 §i min{p, ¢} < 1;
p>0, ¢<0, p>1;
p<0, ¢g>0, g>1,
conditii care pot fi scrise comasat astfel:
(a) max{p, ¢} >1 i (b) min{p, ¢} < 1.
Deci in conditiile (a) si (b) integrala este convergenta, in rest ea este divergenta.

00 1
e) Integrala I = /1 a® sin;d:c, a > 0 este o integrala improprie de primul tip,

functia de sub semnul integrala f(z) = a”sin— > 0, Vz € [1,00).
T

Daca a < 1 avem:

: . > a’ > a
a®sin —| < a”, iar / a®dr = =——,
x 1 Inal; Ina
deci integrala I este convergenta.
00 1 1
Daca a = 1 integrala I = / sin — dx este divergenta, deoarece lim xsin— = 1
1 €T T—00 x
(A=1).
< . . 1 < 1 . y VRV
Daca a > 1 atunci a” sin — > sin —, iar / sin — dx este divergenta. Rezulta ca si in
x x 1 x

acest caz integrala I este divergenta.
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In concluzie pentru 0 < a < 1 integrala este convergenta, iar pentru a > 1 integrala
este divergenta.

16. Sa se studieze natura urmatoarelor integrale si apoi sa se calculeze valoarea lor:

a) Inzfow(dix, a>0, nelN*:

22 4+ a?)n

Foo dz
b)[n:/ , b* —4ac<0,a>0, ne€ IN%
~ (ax? +bx +c)"

c) I, = / (asinbz -e @ + feosbzr - e *)dz, a>0;
0

d) I, :/ z"e "dx, n€ IN.
0

2n

Rezolvare. a) Deoarece lim ————
T—00 (aj + a )
convergenta. Pentru a calcula valoarea sa, vom stabili o relatie de recurenta intre I, si

I,_ Avem

/00 a’ + 22 1 /00 x? J 1 I
dr — — — dr=—1I,_
@ (a® + x2)n a? (22 4+ a?)n a2 "1

=14l 2n > 2 > 1 rezulta ca integrala este

n / 1 J 1 n 1 x oo
e — x . e :1:‘ R n— . J—
2(n — 1)a2 0 (22 + a?)n! a2 " 2(n—1)a® (22 +a?) o

1 /00 dx 1 ] 1 [ 2n —3 I
2(n —1)a2 Jo (224 a2)n=! a2 2n—1)) """ @n-2)a2 """

—~

. 1 2n-—3 o
Deci: I, = prii v 2]n_1. Rezulta:
1 2n —3)(2n —5)---1 2n — 3)!!
Lol Gneen-5)-1, @nogn

(e (2n—2)(2n —4)---2 a2n=2(2n — 2)!!

© 1 oe
unde [; = / e —arctgf " Renulti:
0o z2+4+a®> a alo  2a
I = (2n — 3)! 7r
T (2n—2)11 2¢2n-17
xQn

b) Deoarece lim

=1, 2n > 2 > 1 rezulta ca integrala este conver-
v—+oo (ax? + bx + ¢)"

genta.

Vom reduce integrala la o integrala de tipul celei de la punctul a). Avem:

/ dzx
N 2 4ac—b2 :| "

QT—|— 2a> + 4a2

Facem schimbarea de variabila = + % = t. Obtinem:
a

1 foe dt Vdac — b?
I, = — ———— unde a = ———.
am Jos (12 + a?)" 2a
Deci:

]_i/O dt +/oo dt ) _ 2y dt 2 (-3
" | Je (2402 o (24020 arJo (2402 an (20— 2)!!
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LT 22— l.g=t 2l (20 = 3)!!
2(4ac — b2)n=1/2 "~ (4ac — b2)2n=1)/2 (2 — 2)II"
c) Integrala este absolut convergenta, deoarece:
lasinbz - €7 4 Beosbr - e < (|af + |B])e™*,

00 1 1)
far [ (ol + (B dz = ——(la| +|8)e

0 q

(|| + |3]) este convergenta.

a
Avem:
I= a/ sinbx - e~ dx—l—ﬁ/ cosbr - e~ dx.
0 0
n I
Apoi
1 oo 1 b oo
L = ——/ sinbr - (e”*) dx = ——sinbx - e~ * 4 —/ cosbr - e” " dx =
aJo a 0 aJo
b o0 —ax\! b —az|®® b2 > : —ax
=—— cosbr - (e ) dr = —— cosbx - e - = sinbx - e “dx =
a? 0, a? a? Jo
b b
=5~
a?> a
a? b b
de unde rezulta: I = —— - = ——.
T4 a2 @+
Iar:
1 o0 —ax\/ 1 —axr o0 b o : —axr
12:——/ cosbz - (e ") dz = —=cosbz - e ——/ sinbx - e “dx =
a Jo a 0 a,Jo
1 b > 1 b SN
=—+— [ sinbz-(e*)dr=~-+ —=sinbr-e | — = cosbr - e~ dx =
a a; 0 a a? 0 a?Jo
1 b
=—— —1I,
a a2’ )
a 1 a
de unde rezulta: Iy= ——— —= —5——.
b2 ﬂa2+b2 a a?+b?
ab + ba
Deci: [ =———.
a? + b?
d) Deoarece xll)rglo z% - z"e " = 0 pentru a > 1 rezulta ca integrala este convergenta.

Deducem o relatie de recurenta:
L= [Taremdr == [Tam (o) do = —ae
Rezultoéz '
I,=n(n—1)---11j, unde Iy = /Oooexd:v = —e "

o0 oo 1
o + n/ " e Pdxr =nl,_,.
0

* —1. Deci I, = n!.
0
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

17. Sa se cerceteze care dintre integralele urmatoare sunt sau nu convergente:
% sin

——; b ——; / o d;d/ dz, 0;
aL)/o x3 42 ) 0 Va2+4 ) o O CORTT ) T DR
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e)/ cosxdx p>0; f) /Oocosxdm
1 aP

0
18. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale si in caz de convergenta sa se

calculeze valoarea lor:

- dx © Jr+2 > dx
a4 b>0; b d / a0

a)/ﬂ @t+a)@+b) " ) L Vo 9 0 @tra)@+b? "’

o0 oo ~ 1
d) /1 a \—{i?)? dz; e) /0 e “cosbrdzr, a,b€ R, a®+0b*#0; f) //7r ) sin — d:c;

o arctgw 0o dr oo g2

d 0; h) / N R 0; / —dz;

g)/a 2 T, a> Ay a > i) ) Tra) x

2

o0 3r2+1 % arctgx © gz
i d;k/id;lfid;
‘])/0 Grr @ Y ) Grem@ V) Taa®
2

00 x
d b> 0.
m) /0 @+ a2+

19. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

2m dz 7’ dz T
’ ) b 07 ba b / ) (07 _> ;
a)/o a+bcosz’ - 0a= ) 0 (1+cosa-cosz)? > € 2

) /2" dz a) /2” dz ) /” sin x p c (0 7r>
c —; ———— e T, « — .

0 1+4+cos?x’ 0o sin®z 4 costa’ 0 (I14+cosa-cosz)? "2
20. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale:

) T2 dx b) b dx ) /b dx Q) /7’ dx
a e ; C : —:

0o yJcosw « Vb—12-J1—a a (b—x)\/x—a 0 Vsin”
0 plt+z 1
e)/ ‘ dx; f)/ Smxdw p > 0; g)/ eos dx p > 0.
0o aP P

3
-1 T
21. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale:

< zlnzx o g sin ax e dx
a)/o (S du; b)/o el dz, a, k> 0; C)/1 2 (2} p, q € IR;

d)/ smﬁx, a>0, a, € R.
a e

22. Sa se gaseasca conditiile pentru ca integralele:
1

oo pp—1 00 m— oo »p—1 _ ,m—1
a) / x—dm; b) / ° dx; c) / R
o 1+4+x o 1+4+aP 0 11—z

sa fie convergente.

23. Sa se cerceteze natura urmatoarelor integrale i in caz de convergenta sa se

calculeze valoarea lor:

2 x\/E 1 dz
a) dx b)/ﬂ (x2—4)m /\/x—a b—x

/ L ]n (2
/ dm a <b; e/ M / dx; a <b;
-1 \/:c—a b— 1)

g)/ﬂ (x—l—l)(x—i—?) x(l—x)

24. Sa se arate ca integrala:

, a < b;
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/ rlnzx
(14 22)
este convergenta si ca Valoarea el este Zero.

25. Sa se arate ca:

o phln (1 —aln(1+5b b

a)/ n(l+az) 2an( + bz) dr =abln—, a, b > 0;
0 x a
a w/2

b)/ f( a—l—x) dx:2a/ f(tgt) -sin2tdt, a > 0;
—-a a— T 0

¢) /01 \/% dx = /Oﬂ/2 f(sint) dt.

26. Sa se studieze natura urmatoarelor integrale si apoi sa se calculeze valoarea lor:

o0 pr +q 9
In:/ dz, B*—4ac <0, a>0, n€ N, n>2, p0:
a) ~x (az? 4+ bx + )" v a ¢ " nz2 p#

b) I, = n e N

/00 dx
1 (x—l— 1) (z+n)
dxr, n € IN.

N —
27. Sa se arate ca:

ﬂ'/2 7'('
/ retgrdr = —1n2.
0 2

§2. INTEGRALE PROPRII 51 IMPROPRII
DEPINZAND DE PARAMETRI

1. Integrale proprii depinzand de parametri
Fie functiile ¢, ¢ : E — IR, E C IR" satisfacand conditia p(Z) < (%), V& € E si
functia (#,y) = f(#,y) € R, (Z,y) € D = {(Z,y); ¢(¥) <y < ¢(7), ¥ € E} C k",
Daca pentru V¥ € E, f(Z,y) este integrabila in raport cu y pe segmentul [p(Z), ¢ (7)]

atunci functia:

7 I(7) = /wfx) f(#y)dy, Z€E
se numeste integrala depinzdngx(%e parametrit Ty, To, ..., Ty.
In particular daci o(@) =¢, Y(¥)=d, € E, c<d,integrala de mai sus devine:
7 J(@) = /df(;f,y)dy, 7eB.
Teorema 3.2.1. Fie 7 EC]R" punct de acumulare al multimii £. Daca:
3 lim f(Z,y) = ¢(y), uniform in raport cu y € [c, d]
atunci func’gigzmo—) ©(y), y € [c,d] este integrabila pe [c, d] si:
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lim J(Z) = /dw(y) dy.

T—To c
Consecinta 3.2.1. Daca E este o multime compacta, iar functiile ¢, ¢ si f sunt

continue atunci functia I este continua.

1 = 1,n gi sunt continue pe

Teorema 3.2.2. Daca E C IR" este compacta, 3 af,
T

E x [c,d] atunci J € C'(E) si avem:

aJ . 0 a _qhof .
. () = o (/C f(Z,y) dy) —/C o (Z,y)dy, i=1,n. (3.2.1)
Teorema 3.2.3. Daci F este multime compactd, ¢, 1 € C'(E), exista 8:cf-’ 1=1,n
si sunt continue pe E x [p(7), ¥ (F)] atunci I € C'(F) si: Z
oI 5 (v W) of o
7) = 7, y)dy = 7,y)dy + f(Z,¢(Z)) - -
35D = G L JEVW= [ G @V SENE) G
fE @) oL, i=Tw
’80 axz7 ) *

Formulele (3.2.1) si (3.2.2) se numesc formulele lui Leibniz de derivare a integralelor
depinzand de parametri. ]

Teorema 3.2.4. Fie integrala I(z) = / f(z,y) dy depinzand de parametrul = €
€ [a,b]. Dacd functia (z,y) — f(z,y) € R, c(x,y) € [a,b] X [c,d], este continua atunci:

LHmM:LﬂfﬂwM4@ "

/ab [/cdf(:c,y)dy] d:r:z/cd [/abf(m,y)dx] dy.

2. Integrale improprii depinzand de parametri
Fie functia (Z,y) — f(7,y) € R, (Z,y) € E x [¢,d), E C R", —00 < ¢ < d < oc.
d
Daca pentru V# € F integrala improprie / f(Z,y) dy cu d punct singular (d = oo sau f

(&
nemarginita in vecinatatea lui d) este convergenta, atunci functia:
d
7 I(7) = / f(@y)dy, Z€E (3.2.3)
Cc

se numeste integrala improprie depinzand de parametrii T1, Ta, ..., Ty.
Daca:
y d
| f@d— 1@ = [y dy.
C (&

pentru y — d, uniform in raport cu ¥ € F, atunci functia (3.2.3) se numeste integrala

improprie uniform convergentd (u.c.) pe E.
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d
Teorema 3.2.5 (Cauchy-Bolzano). Integrala improprie / f(Z,y) dy cu d punct
C
singular, depinzand de parametrii ¢, xs,...,%,, este uniform convergenta pe F daca si
numai daca:

Ve >0 Fy. € (c,d) a.l.

yll
/ f(Z,y)dyl <e, V', y" € (y.,d), Vi€ E.
yl

Criterii de convergenta uniforma a integralelor depinzand de parametri

Teorema 3.2.6 (Criteriul lui Weierstrass). Daca functia f satisface conditia:
) F@ )< 9ly), V(T.y) € Bxled)
si daca / g(y) dy este convergenta atunci integrala / f(Z,y)|dy este uniform con-
vergenta Cpe E. ’
Teorema 3.2.7 (Criteriul lui Abel). Fie functiile (7,y) — f(#,y) € R, (Z,y) —
— h(Z,y) € R, (Z,y) € E x[c,d), FECR", —o0<c¢<d< 0. Daca:

a) integrala /d f(Z,y) dy este uniform convergenta pe E;

b) functia h(x‘c', y) este monotona in raport cu y pe [¢,d), pentru VZ € E;

¢) functia h(Z,y) este marginita pe E X [c, d),
atunci integrala /d f(Z,y)h(Z,y) dy este uniform convergenta pe E.

Teorema 3.2.8 (Criteriul lui Dirichlet). Fie functiile (7, y) — f(Z,y) € R, (Z,y) —
— h(Z,y) € R, (Z,y) € E x[c,d), ECR", —00 < ¢<d< oo. Daca:

a) pentru VZ € E, functia f(Z,t) este integrabild in raport cu ¢ pe orice segment
[c,y] C [e,d) si functia:

(@y) = [ @y dy, (7,9) € B x[e,d)
este marginita; ’

b) functia h(Z,y) este monotona in raport cu y pe [¢,d) pentru VZ € E;

¢) h(Z,y) — 0, pentru y — d, uniform in raport cu & € E,
atunci /d f(Z,y)h(Z,y) dy este uniform convergenta pe E.

Teorema 3.2.9. Integrala (3.2.3) este uniform convergenta pe E daca i numai daca
pentru orice alegere a sirului (yn)nemw, Yn € (¢,d), yo — d, pt. n — oo, sirul de functii
I,(%) = /yn f(Z,y) dy converge uniform pe FE la functia I(Z).

’ Proprietati ale integralelor improprii uniform convergente

Teorema 3.2.10. Fie 7y € IR" punct de acumulare pentru multimea £ C IR". Daca:

a) integrala (3.2.3) este uniform convergenta pe E;

b) f(Z,y) = ¢(y), pentru ¥ — Zo, uniform in raport cu y € [¢,d], Vo € (¢, d) atunci
integrala improprie /d ©(y) dy este convergenta si:

c
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d
lim I(%) = / o(y)dy sau hrn/ Ty dy—/ (11m f(z, y)) dy.
T—To c

Consecinta 3.2.2. Daca E C IR" este compactd, integrala (3.2.3) este uniform
convergenta pe F, iar functia f este continua, atunci functia I este continua pe F.

Teorema 3.2.11. Fie functia:
(z,y) = flz,y) € R, (z,y) € [a,b] X [¢,d), —0 <c<d< (3.2.4)
si integrala improprie depinzand de parametrul z:

x—I(x) = /cdf(:c, y)dy, z € |a,b]. (3.2.5)

: NG} o S .
Daca derivata par’glala p exista si este continua pe [a, b] X [¢, d) si daca integrala impro-
x

prie z — / (z,y)dy, x € [a,b] este uniform convergenta pe [a, b], atunci I(x) este

derivabila pe [a b] si:

S =i ([ rena) = [ L.

Teorema 3.2.12. Daca functia (3.2.4) este continua si integrala (3.2.5) este uniform
convergenta pe [a, b], atunci functia I este integrabila pe [a, b], iar functia t —
b

— / f(z,t)dz, t € [c,d) este integrabila pe [c, d) si avem:

[r@ae=[{ [ s ara= [ [ nach ay

Teorema 3.2.13. Fie functia continua:
(z,y) = f(z,y) € R, (x,y) € [a,b) X[c,d), —cc<a<b<oo, —oc<c<d< oo,
integralele impropriiddepinzémd de parametri:

1) = [" Sy, welat). )= [ f@yde yeied

si integralele improprii:

[ {/cdf(x,y) dy} i [ {/abf(x,y) dx} dy. (3.2.6)

Presupunem ca I(z) si J(y) sunt uniform convergente pe orice segment [a, 3] C [a,b),

respectiv pe orice segment [¢, 8] C [¢, d). In aceste conditii daci una din integralele (3.2.6)

b d
este convergenta, atunci integralele / I(x)dzx s / J(y) dy sunt convergente si egale,

(AL s as= [ [ enac) ay

Proprietatile de mai sus se pastreaza si pentru integralele improprii depinzand de

adica:

parametri, avand drept puncte singulare limita inferioara sau ambele limite de integrare.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale, folosind derivarea sub semnul integrala:
w/2
a) I(y) :/ In (y* —sin®z) dz, y > 1.
0
w/2
b) I(m) = / In (cos® x +m?sin’ ) dz, m > 0.
0
m/2 1 i d
O I@=[""m oSy 4r o,
0 1 —asinz sinzx
w/2 t i
a) T(a) :/ arctg (asinz) o g
a sm:)z:
In(1+ az
o= [0 s
e) I(a) o 1422 SR
Rezolvare. a) I(y) este o integrala proprie depinzand de parametrul y. Multimea

E = la,b] C (1,00) este compact, exista 0 unde f(z,y) = In(y? — sin®z), si anume
Y

0 2
f( y) = 7@{2, care este o functie continua pe [a,b] x [0, 7/2]. Rezulta ca:
dy y? —sin“x
/2 2y
o= [y
) o y2-—sin’x 7, y €.
Pentru a calcula integrala de mai sus facem schimbarea de variabild tgz =t = sin®z =
t? dt
——;r=0=1=0, SU—>7T/2:>t—>OO dx = ——. Deci:
R 1 + 1+12
2y y?—1
o= st LT,
Y _1ft2 1+t2 2y y—1t2+y T2-1 0y
ty? — 1> 2 s
xarctg ————— —
y o V-1 2 -1
s
Rezultda I'(y) = —==—=, Yy € [a,b]. Deoarece a si b sunt arbitrari obtinem

VAT

7 Vy € (1,00). Integrand functia I'(y) deducem:

I'y) = ——
(y) N
Iy)y=mln(y++vy>—1)+C, Yy >1.

Pentru a determina constanta C' vom calcula lim I(y). Deoarece lim In (y* —sin’7) =
y y
=In (1 —sin?z), uniform in raport cu 2 € [0,¢c], Ve, ¢ € (0,7/2), rezulta ci:
w/2 /2
C’zlim[(y):/ 1n(1—sin2x)dx:2/ Incosxdr = —mln2,
y—1 0 0

(vezi {§1, Problema 12}).
Y VP

Deci  I(y) zwlnf, y > 1.

b) I(m) este o integrald proprie pentru orice m € IR,. Avem:

, /2 2m sin® x /2 sin’ z
I'(m) = 5 S5 dr =2m 5 ——— dx.
0 Cos“ T + m-sin“x 0 CoS“ T + m*sin” x
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. Rezulta:

dt
Facem schimbarea de variabila tgx =t = x = arctgz, dr = 57

—2m/ 1+t2 dt —2m/Oo r dt
A+ L 1482 o (m24+1)(#2+1)
t2
(m2t2 + 1)(t2 + 1)
t? _ At+B L ot+D
(m22+ )12 +1)  m22+1 241
= A3+ Bt? + At + B+ Cm?t? + Ct + Dm*t> + D = 12
= A+Cm?=0, B+Dm*>=1, A+C=0, B+ D =0.

Pentru m # 1, descompunem fractia in fractii simple:

1
Obtinem A=C =0, B = , = . Deci pentru m # 1:
1 —m? m?2 —1
I'(m) = 2m ©__dt + 2m _d 2 m arct tm‘oo—l—
Cl-m2Jo m241 o m2—1Jo 241 m(l —m?) &My
L2m t‘ T _ma m(m—1) m
r = = .
m2 —1 & 1—m2 m2-1 m2 —1 m+1
Pentru m = 1: ,
o0 t 00 1 ! t | ot
' :2/ == [ t(—) dt=——| + -
m) (12 +1)2 0 2+ 1 12+ 1o * o t?+1
—arctgt‘ 25

Deci I'(m) = Vm € IR, . Integrand, obtinem:

m+1
Im)=nln(m+1)+C, Vm € R,.
Constanta C o vom determina facand pe m = 0 in egalitatea de mai sus:

w/2 w/2
C’:I(U):/ 1nc0s2:r:dx:2/ Incoszdr = —mln2.
0 0

. m+1
Deci I(m) =nln , Vme R,.
¢) Deoarece:
1 S. 1 9 S' 1 l 1_|_ 2as1rllnac
lim In +a%nx. - :limln<1—|— a1n‘x>. - = lim (2 1-asi x)x
=0 1 —gqgsinz sinx  z—0 1—asinxz/ sinx z—0 %
2a
X——— = 2a,
1 —asinz

rezultd ca integrala I(a) este o integrala proprie, Va, |a| < 1.
Sa consideram ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat si sa definim functia f : Ex[0,7/2] —

— IR, E=[-0,0],
1 i 1
In —i—asTnx - ——, dacd x € (0,7/2],
fla,z) = l—asinz sinz

2a, daca © =0, a € FE.

Multimea E este compacta si 3 a—(a, x):
a
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sinz(1—asinz)+sin z(14asin z)
(1—asinz)? 1 2
l4asinz )
l-asinz

g(a,x) =

da

— 2 E.
sinz  1—a?sin’z’ Vo el0,n/2, ac

< 0 o s
In plus, 8_f este continua pe E x [0,7/2]. Rezulta atunci ca I este derivabila in raport
a

cu a §i
71'/2 dx
r :2/ S —
(a) o 1—a?sin’x
Facem schimbarea de variabila tgx = t. Rezulta:
(a) 01—l 142 h -+l Jiog e @,
B 2 T s
S VI=a 2 J1-a?
T
Deci I'(a) = ————, Va € [-0,6]. Deoarece § este arbitrar deducem ca:
W= Teelodl
T
I'(a) = ——=, Va, |a] <1

V1-—a?

Prin integrare rezultd cad I(a) = marcsina + C, |a| < 1, C € IR. Pentru a determina
constanta C' inlocuim pe a cu 0 in relatia de mai sus gi obtinem C = I(0). Deoarece
pentru a = 0 integrala din problema este 0 (I(0) = 0), rezulta ca C' = 0. Deci:

I(a) = marcsina, Va, |a| <1.

arctg (asin )

d) I(a) este o integrald proprie deoarece lim = a. Derivam sub semnul

z—0 sin
integrala; obtinem:
/2 sinz 1 /2 dx
I'a = [ ——de = [
(a) o 1+asii’z sinz . Jo 1+ aZsii’a
Facem schimbarea de variabila tgx = t. Rezulta:
o0 dt 1 oo dt 1 00
r :/ — :/ = carctgtva?+1 =
(a) 0 1+a21fjt2 1+ Jo (@+1)2+1 Va2+1 & ‘o
T
= ———, Va€e R
2va? +1
T
Prin integrare deducem [(a) = B In(a++va2+1)+C, Ya € IR, unde C = I(0) =

= 0. Deci:

I(a):gln(a+\/a2+1), Vae R.

e) Prin derivare, obtinem:

I'(a) = /‘l r dz 1n(1+a2).
o 1+ax 1+ 22 1+ a?
x A Bz +C

D fracti =
escompunem fractia (tan)(i+2) 1+az + 15 22

A2+ A+ Bar? +Brx +Car +C =2=A+Ba=0, B+Ca=1, A+C=0.

. a 1
Rezulta: A:_1+a2’ =172 C = a2 Deci 2
a a dx 1 “x+a In(1+a”) 1 a
@ =TT Tva Tveh 172 12 g (I Fan)|
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e+ + tga| ¢ mUT@) _ Wm(ta) W(d+a)
——1In x -arctgx = -
2(1+ a?) o l4+a? &4, 1+ a? 1+ a? 2(1 4+ a?)
t In(1+a*) In(1+a? t

aarctga In( +a): n(l+a*) aarc ga, Va0,

1+ a? 1+ a? 2(1 4+ a?) 1+ a?
Rezulta prin integrare ca:

aarctga 1 9 1 2
I(a):/l 1+ a? +2(1+a2)ln(1+a)] da =31 +a7) arciga=

1 ln(1+a ln 1 )
2] 1+4a 2/ 1+a2 a=gln(l+a) arctga+C, Va0
Pentru a = 0, [( ) = 0. Deci:

1
I(a) = §arctga-ln(1+a ), Ya € R,.

2. Folosind integrarea sub semnul integrala, sa se calculeze:
b

1 _ a
I(a,b):/ cos(lnl>-x ? dr; a>0, b>0.
0 x

Inzx

1
Rezolvare. Deoarece lim f(z) =0, lim f(z) =b— a, unde f(z) = cos <ln —) X
z—0 z—1 xr
zb — z°
X

, rezulta ca avem o integrala proprie.
b_

Inz

Din faptul ca ? = / x' dt rezultd ca:
ln:1:

I(a,b)z/ﬂlcos (m%) - (/ v dt> da::/ol Vabcos (mé) -xtdt] da.

1
cos <ln —) -at, dacd t € [a,b], z € (0,1],
T

0, daca x =0, t € [a,b],
este continud pe [a,b] x [0,1]. Rezulta ca putem schimba ordinea de integrare in I(a,b),
adica avem:

I(a,b):/ab [/Olcos <1ni> atdr

1 1
Integrala I(t) = / cos(—Inz) - 2" do = / z' - cos(Inz)dx, t € [a,b],
0 0
o calculam fé(():énd schimbarea de vaoriabilé hhr=u==x :06“, dr = e" du. Deci:
I(t) = / e"cosu - e du = / e cosudu = / eV (sinw) du =

Functia (¢, z) —

dt.

0 0 0
= eu(t+1) . gin U‘ —(t+1) / ") Lginy du = (t+1) / et (cosu)' du =
s e

— 00

0
= (t+ 1)e"™*D . cos u‘(i —(t+ 1)2/ et L cosudu = (t+ 1) — (t 4 1)2 - 1(2).

t+1
Rezultda I(t) = ————— si deci:
ezulta I(t) o g W ded b 2
t+1 1 1. b +2b+2
b) / dt=—-In(t*+2t+2)] =-ln——"——.
(a, T A P
3. Din valoarea integralei: J
m x
Ia.b) = [ 0, b>0,
(a.0) 0 a2cos?z + bPsin’a
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sa se deduca, utilizand derivarea sub semnul integrala, valoarea integralei:
dz

Jab) = [ ,
(a,0) 0 (a2cos?x + b? sin® 7)2

Rezolvare. Conform {§1, Problema 6 a)}, I(a b) = b Apoi:

oI m —2a cos® —2bsin®z

P (0, b) = / d / dz.
da (a,0) 0 (a?cos?x + b2 sin? )2 ! (a2 cos? x + b2 sin® )2 g

1 oI 1 oI

Deci: = —— - — N p— .

ae;:l J(a7 b) 2aa]8 (a’i b) 2[) ab (a’i b)

m b
Dar — = —— 1
ar aa(a, b) 50 —(a,b) = — Rezulta ca:

T s s 1 1
J(a,b :——i-—:—(——i-—) a, b > 0.
(a,0) 2ab  2ab®  2ab \a? b2)

4. Se considera functiile:

arctg T 102t 9
f(a:):/ etdt, r € R, g(xr)=max{z, 2}, z € [0,2].

0

Sa se arate ca:

a) functia f este derivabila si sa se calculeze derivata sa;

b) functia g admite primitive gi sa se determine o primitiva a sa;

c) are loc urmatoarea relatie:

Laf ( ) 1o
wt o [ = ot
/ ex + 2e Jo 1+ T4
Rezolvare. a) Functia f deplnde de parametrul x € R. Avem p(z) =0, ¢(z) =

= arctgz. Fie a > 0; atunci ¢, ¢ € C'([—a,a]), iar functia a—(et-" ") = 0 este continua
T

pe [—a, a] x [0, arctg z]. Conform Teoremei 3.2.3 rezulta ca f este derivabila pe [—a, a] si:
2

1 e’
' — tg?(arctgx) | — Vel ]
fie) =e = Veelad |
Punctul a fiind arbitrar deducem ca functia f este derivabila pe R si f'(x) = %,
x

Vx e IR.

b) Avem )=
) 9(@) { 2%, dacd z € (1,2].

Deoarece g este o functie continua pe [0, 2] rezulta ca ea admite primitive, care au forma:
2

— 4+ ¢, dacd z €]0,1]
1’ 3 3
G(z) = :c23

3 + ¢y, daca x € (1,2].

z, daca z € 10,1],

1
Pentru ca G sa fie o primitiva trebuie sa fie o functie continua, deci ¢ = ¢; + 6 si

derivabili pe (0,2). Functia G este derivabild in orice punct = € (0,2)\ {1}. In punctul

x = 1 calculam derivatele la stanga §1 la dreapta

—a. 1_
G(1) = tim GO =00y FHa -z
221 r—1 z—1 T — 1

=1,
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13
(1) = tim WG _ Fratsaz;
d a1 x—1 g1 x—1 '

Deci G(1) = G4(1) = 1, adica G este derivabila si in punctul z = 1. Rezultd ca o
primitiva arbitrara a functiei g este:
2
x
— 4+, daca x € [0,1],
§+Cl+6’ daca z € (1,2], ¢ € R.

) Pentru a Veriﬁca relagia din enunt vom calcula mai intéi primul termen:

0 efvz -7y v 2e 2 dv =

1 . w/4 tgt 1 1 dl‘ 1 . w/4
— . dt o / tgtdt - t —
¢ /0 2Jo 1+ a2 26 0 2arc gm‘

- 1 du U
tgt_u__ 71. u2.7 —
T /e T+u? '8 1
Apoi: /g(x)dx:G(l)—G(O)zi. Deci:
0
1xf(x) 1 1 e” 1 1 e 1 1 e”
d / d :——/ d —/ e =
/ x+2601+x2x 2e Jo 1+ u? u+8+2601+x2x

8 1 /

adlca tocmai relagla dm enunt.

5. Sa se calculeze derivata functiei:
f(zx) = /21 cos (z +t) - In (tz)dt, = > 0.
Rezolvare. Fie a, b > 0, a <b. Functiile p(x) =z, ¢(z) = 2z sunt din C'([a, b]),
iar functia:
%[COS (x+1t)-In(tx)] = —sin(z+¢) - In (tz) + %cos (x +1)

este continud pe [a, b] X [z, 2x]. Rezulta ca f este derivabila pe (a,b) si

f(z) = /:x [— sin (z +t) - In (tz) + icos (z +1)| dt +2cos3x-In(22%)—

2z 1 t=2x
—cos2x-lnx2:—/ sin (z +t) - In (tz) dt + — sin (z + ¢) + 2cos 37 - In (227)—
xr t=x
2z 1
—cos2r-Inz? = — / sin (z +t) - In (tx) dt + —(sin 3z — sin 22) + 2 cos 3z - In (22?)—
T

—cos2z - Inx?, Vzx = (a,b).

Punctele a i b fiind arbitrare rezulta ca f este derivabila pe (0, 00) si:
2x

1
f'(z) = —(sin 3z — sin 2z) + 2 cos 3z - In (22%) — cos 2:1:-ln:1:2—/ sin (z+1t)-Inzdt—
T T
2x 1
—/ sin (z +t) - Intdt = —(sin 3z — sin 2z) + 2 cos 3z - In (22%) — cos 2z - In (z%)+
T X
2z 2x
+Inz - (cos 3z — cos 2x) —sin:c/ cost-lntdt—cosa:/ sint - Int dt.

T

6. Fie functia f(x,y) = e ¥/ % definita pe (0,00) x [0, 1]. Sa se arate ca:
T
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z—0

lim [ dy# [
im | f(z,y) y%/o lim f(z,y) d

Rezolvare. Avem:

1 1 1 -1
g Y 1 v 1 o s

d ——/ viet L gy = —_/ vz _ Iy _
/Uf(fr,y) y=| e ady=—5 | (/=) dy = 5 =

y=0
)
iar llg([l] 01 flz,y)dy = glﬁlg% [—% (efl/oc2 - 1)} = %
Apoi hm flz,y) =1y hm y‘;%/ y}gr(l) iz/x = 0. Deci:

/hrnfa:y)dy_o%—_hm/ (x,y) dy.
Nu am putut aplica Teorema 3.2.1 deoarece glﬁlgr(ll f(z,y) = 0 nu este uniforma in raport
cu y € [0,1]. Intr-adevar:
deg>0ail Vn, 1>n>0 3z, 0<z<nsi Jy, y€[0,1] ai. |f(z,y)| > 0.

4
Luand gy = 4e™*, 7 = g i ¥y = 1 obtinem ‘f (g, 77)‘ —e ' = >de
n

7. Fie functia:
1
I(a) :/ Invz?+a2dr, a>0.
0
Sa se arate ca:

Lro
I'(0) # / (8_ Invz? 4+ a2> dx.
0 o) a0
Rezolvare. Fie a > 0. Integrand prin parti, obtinem:

1 1 212
I(a) = xInvVa? + a? —/ de =Inva?+1-
() ‘U 0 2v12 +a? - Va2 + a2
(22 4+ a?) — a? ! 1
—/ R dr =InvVa?+1— 1+ aarctg — ‘ ln\/a2+1—1+aarctg—
0 2?2+«
Deoarece li{)% I(a) = —1 = I(0) rezulta ca func’gla I este continua pe (0, 00) si:
[0}
a>0

1

InvVa?+1—-14 aarctg—, daca a > 0;
o

-1

Calculam derivata functiei I in o = 0:

I(a)—1(0) . InvVe2+1+aarctgl 1 In(1+a?)
————~ = lim e —

I(a) =

, daca a = 0.

! _ : _ - 7.
[(0)—3}5’[{:} Q a—0 Q _2(£IE}] a2 ot
LT
2 2
Apoi:
L/(0 1 « s
2 v Fa? d:/<7> dr =04 T = I'0).
/0<8an a:+oz>a:0 x 0 \Z2+ a2/t z 7’é2 (0)

0
Nu putem aplica Teorema 3.2.2 deoarece pentru E = [0,a], a > 0, Ela—f, unde
Q
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0
f(z,a) = Invz? + a? i anume a—i(x,oz) = ﬁ r € (0,1), a € (0,a). Aczasté
functie nu poate fi extinsa prin continuitate pe [0, 1] x [0, a], deoarece A 11 o
2+«
a—)O

11 0 11
dupa cum se vede considerand sirul <— —> (0,0) pentru care of (— —> =2

n n Oa 2

. 1 of /1
— 00, N — oo §i sirul (—,O) — (0,0) pentru care == (—,O) =0—0, n— cc.
n da \n

8. Sa se arate ca daca f este de doua ori derivabila, iar F' este derivabila atunci

functia:
1 1 T+at
w(z,t) = [f(z — at) + f(z +at)] + —/ F(2)d2
2 2a Jz—at
. : .y 0%u , O*u
satisface ecuatia coardei vibrante o2 =0 g § conditiile initiale u(x,0) = f(x),
x
0
8—;‘(:0, 0) = F(a).

Rezolvare. Fie b > 0, ¢ > 0. Aplicaim Teorema 3.2.3 cu ¢(x,t) = x — at, P (x,t) =
OF oOF
= x + at, functii derivabile pe E = [—b,b] X [—¢, ¢]. Derivatele —(=0) si — (= 0) sunt

ot ox

continue pe E X [z — at,z + at]. Avem:

88—1; = %[—af’(:c —at) + af'(:)i + at)] + 2i -F(x +at) — % (—a) - F(z —at) =
= SI=f'(x = at) + f'( +ab)] + 5[F (@ +at) + F(a - at)],

88; = [af”( at) + af”(z + at)] + %[aF’(:c +at) — aF'(x — at)] =
= %[f”( —at)+ f"(z+at)] + g[F’(:g +at) — F'(z — at)],

g—z = %[f’(x —at)+ f'(x +at)] + 2—1a[F(x +at) — F(z — at)],

0?u 1

1
a7 = i[f"(:c —at) + f"(x + at)] + %[F’(a: +at) — F'(z — at)],
Ve, x| <b, Vi, |t <ec.
Punctele b si ¢ fiind arbitrare rezulta ca expresiile de mai sus sunt valabile pentru
Vo e IR, Vt € IR. Deducem astfel ca:

O 1 at) + '+ ot)] + 2P o+ at) — o= a)] = a? - O

a’ - —.
ot? 012
9. Sa se studieze in intervalele indicate convergenta uniforma a urmatoarelor inte-
grale:
% cos ax L A % gin 72
a)/ ——dr, a € R; b/idx,nEO: c)/ > dx, p>0;
o l+x 0 V1 —2? o 1+x
o0 cosx 1 1 dx
d)/ e . dr, a >0, p> 0 fixat; e)/sin— —, 0<n<2
1 P 0 A
Rezolvare. a) Deoarece:
COS Qur

VxelR, Vae R,

1+ 22| = 1422’
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oo

iar inte rala/
g —00 1 + 1‘2

integrala din enunt este uniform (si absolut) convergenta.

b) Avem:

este convergenta, rezulta conform criteriului lui Weierstrass ca

Vzel[0,1), Vn>0,

< 1

este convergenta. Din criteriul lui Weierstrass rezulta ca

xn
\/1 —:r2
\/1—x2 )

integrala din enunt este uniform convergenta.

iar integrala /

c¢) Aplicam criteriul lui Abel. Integrala / sin 27 dz este (uniform) convergenti (vezi
0

Problema 14), iar functia g(z, p) = este monotona in raport cu x € [0, 00), pentru

14 P
Vp > 04 g este marginita pe [0, 00) X [0, 00):

0<g(z,p) <1, V>0, p>0.
0OSIIl.I
1+ zP

Rezulta conform criteriului lui Abel ca integrala / dx este uniform convergenta
0
in raport cu p € [0, 00).

T . y
dx este (uniform) convergenta,

d) Aplicam si aici criteriul lui Abel. Integrala/ p
1 X
dupa cum rezulta din criteriul lui Dirichlet de la integrale improprii de primul tip. Avem:

A
/ cosxdr| <2, VA>1,
1

iar functia - este monoton descrescatoare cu limita 0 pentru x — oc.
x

“ este monotond in raport cu x € [1,00), pentru Va > 0

Apoi functia g(z,a) = e~
si 0<e™™ <1,Va >0, Vx> 1. Deducem astfel ca integrala din enunt, este uniform
convergenta in raport cu a € [0, 00).

e) Facem schimbarea de variabila =Y Rezulta:

I(n) = /1 siny - ynzy /100 sm_y dy.

y2 n
Pentru fiecare n € (0,2) fixat integrala de mai sus este convergenta, conform criteriului

lui Dirichlet:
A A A
f(y) =siny, / sinydy:—cosy‘1 =cos1 — cos A, ‘/ siny dy| < 2
1 1

si g(y) = —;— este monoton descrescatoare pe [1, o) cu yIL%lo g(y) =0.

Totusi I(n) nu este uniform convergenta in raport cu n € (0,2). Problema este in
vecinatatea lui 2. Pentru n — 2 integrala /OO sin y dy este divergenta. Vom demonstra ca
I(n) nu este uniform convergenta cu ajutolrul criteriului lui Cauchy-Bolzano, adica vom
arata ca:

deg (z %) al Yy € [l,00) Jyi, y2 € (y,00), Ing € (0,2) ai
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Y2 smy
/; 2—ng dy

Luam mg = [yl + 1, 11 = 2mm +

> €0-

%, Yo = 27mm + g, m > mg (mare) si ng = 1,99.
Atunci:

Y2 siny y2 siny 1 v dy
ay = [ ay> 5 [ -
/yl y? o Y y y2no Ve 2 Jy, y?mo

no—1 no—1 no—1 no—1

1
:m(?h — W ) 2(92 — Y )Z
pentru m mare (de exemplu m > 100).

ng—1
. y v

TLO—]_

Y1

1
2
1
Za

10. Folosind derivarea sub semnul integrala sa se calculeze urmatoarele integrale:
Inx

a) I(y) = /Ooo eV dy g > 0; b) I(a) = /Ooo(idx, 0> 0.

22 + a?)
Uln (1 — a2x2)

c)I(a):/O et

Rezolvare. a) Pentru Vy € IR., I(y) este o integrala improprie de primul tip

a| < 1.

convergentd, deoarece xll)m gle VP =, I(y) nu este improprie de al doilea tip in
0, daca 0,
x =0, caci lim e VP = v7
=0 1, daca y=0.

Fie 0 < a < b si functia:
) e ™ V7" dack x>0, y € [a,b];
x,y) =
y 0, daca © =0, y € [a,b].

9]
Exista —f(x, y) si anume:

dy

2
of Y ema =02 Jacd x>0, y € la, bl
_(xay): 1‘2
dy 0, daca x =0, y € [a,b],

aceasta functie fiind continua pe [0, 00) x [a, b].
0 /2
Apoi integrala / ( ‘Z
0 x
€ [a, b], dupa cum rezultd din criteriul lui Weierstrass:
‘ 2y 712 yQ/zQ <
22° -

—z2—y? /2> if o oA
dx este uniform convergenta in raport cu y €

2b
_67127(12/:[2

3 , Yy €la,b], >0,

1 5
iar integrala 2b/ —26_‘”2_‘12/"”2 dzx este convergenta.
0

Conform Teoremei 3.2.11 rezulta ca 3 1I'(y) si:

o0 2y _m 2 * 00671 ) /I _
I’(y):/o ( x2> v/’ dx——Qy/ - __Qy/ e~ dy —
1 2
——2ye’2y/ —26_(96_%) dx:—26_2y/ (1 + y > ~(e-2)’ da:+26_2y/ e (21 dp=
0

x 0 x? 0

= —26_2?// e dt + 2/ e YT dy = —2eW . /T 42 I(y).
0

—0o0
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Deci I'(y) = —2e % - /7w +2I(y), Vy € [a,b] = I'(y) —2I(y) = -2 % - /T,
Vy € [a,b].
Deoarece a si b sunt arbitrari, rezulta ca are loc relatia de mai sus pentru Vy > 0.
Inmultim aceasta relatie cu e si obtinem (e™2 - I(y)) = —2e~% . /7.
Prin integrare deducem:

e 2. I(y) = —2\/77/6_43’ dy = e ?I(y)= ge_‘ly +C.

Deci I(y) = ge_% +Ce%, Yy >0.

oo
ratam in continuare ca putem trece

Pentru y = 0 avem 1(0) = / e dx = g A
0

la limita pentru ¥ — 0 sub semnul integrala in I(y). Mai intai vom ardta ca putem
o

trece la limita pentru y — 0 sub semnul integrala in Is(y) = / eV’ /%* dr. unde

d > 0. Considerand intervalul E = (0,d] (d > 0) pentru y, integrala I;(y) este uniform

(0.@)
2 . 2 o
<e ™, iar / e ¥ dx este convergenta.

5
— e, pentru y — 0, uniform in raport cu z € [0,¢], Ye>0.

convergenta pe F, deoarece ‘6—902—y2/902

Apoi functia e~ ~v*/**

Rezulta astfel din Teorema 3.2.10 ca 3 lir% Is(y) = / e " dr. Trecand la limits
y— 5

pentru 6 — 0 obtinem:

: X g~ 100y = VT
311}5%1@)_/0 e do = 1(0) = .

Dar lim I(y) = lim [ﬁe_% + Cer] = vr + C. Rezulta ca C = 0. Deci
y—0 y—0 | 2 2
I(y) = ﬁe’”, Vy e R,.

2
b) Pentru fiecare a > 0, I(a) este o integrala improprie de ambele tipuri. Deoarece:

—Inz 1 1 —Inz 1 —1
11mx1/2% == limxl/Q(—lnx) = — lim —— = — lim —*— =0,
z—0 Tr° + a a“ x—0 as r—0 — a“ x—0 —m =
R U (=Inx) y
rezulta ca integrala —/ ——————dx este convergenta.
0 (224 a?)
Inx Inz 1 © Inx
Apoi  lim x3/227 = lim —= = lim —§— =0, deci gi integrala / ——dx
2500 2 + a? 2500 \/5 2500 NG > 1 224 a?

este convergenta.
Rezulta ca Va > 0, I(a) este o integrala convergenta. Pentru a deriva integrala sub

semnul integrala, verificam conditiile din Teorema 3.2.11. Fie 0 < b < ¢. Avem:
0 Inx —2alnzx
J— = , Ya€e b, e (0,0),
da (xQ +a2> (22 4 a?)? a€lbe, z€(000)
functie care este continua pe [b, ¢] x (0,00), iar

- 1 /00 —2alnz
- integrala —_—
& 0o (22 +a?)?

dx este uniform convergenta in raport cu a € [b, ¢], dupa



Integrale proprii si improprii depinzand de parametri 169

—2alnz 2¢| Inz|

(22 + a?)?| — (22 +0?)?

iar integrala /OO m dr = —2c¢ /1 _ Iz dz + 2c /OO _ Iz dz este con-
o (224 b%)? 0 (224 02)? 1 (2?2 +02)?

vergenta (vezi mai sus).

cum rezulta din teorema lui Weierstrass, caci

Rezulta astfel din Teorema 3.2.11 ca I este derivabila pe [b, c] si:
0 2 0o 0 2

2 (22 + a?) z? + a?)? alo (2% +a?)

oo o0 o I

et [ L ) e
1 ™

1
Deci I'(a) + —1(a) Va € b,
a

~ 202
Deoarece b si ¢ sunt arbitrari, rezulta ca relatia obtinuta are loc pentru Va > 0. Inmultim

relatia de mai sus cu a. Obtinem:

T T
r I(a) = — = (al(a))' = —
al(@) +1(0) = 2= = (al(a))' = 2

de unde prin integrare, rezulta:

C
a[(a):glna—i-C’ = ](a):;—alna—l-g, Va > 0.
Inz
2?2 +1

Pentru a = 1 avem I(1) = /
0
C =0 si:

dr = 0, conform {§1, Problema 14}. Deci

I(a) = ;lna, Va>0.
a
¢) Pentru Va € IR, |a] < 1, I(a) este o integrald improprie de al doilea tip cu

punctul singular x = 1, convergenta deoarece:

—In (1 — a%? 1
lim n(l - a7 (1 =2)2 = ——=In(1 —a?).
e=1 g2y/1 — 22 V2

1 1 — 2,.2
Punctul x = 0 nu este singular, caci lim n )
=0 —q232\/1 — 1
Sa consideram 0 < b < 1 si intervalul [—b, b] pentru parametrul a. Avem:
0 [In(1—a*z?)]  —2a2® 1 B —2a
da | 22/1—22 | 1—a%? 22y/1—22 (1—a222)V1— a2
care este continua pe [—b,b] x (0,1), iar
- | /1 —2a
- integrala
8 0 (1—a?z?)y/1—2a?
€ [-b,b], conform criteriului lui Weierstrass,
2b

<
S -

2-(—a2) = —a’.

dx este uniform convergenta in raport cu a €

1 2b
Vael-b s [ d
ceE S 2

( (1-— anz;lm
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este convergenta ) .

Deci conform Teoremei 3.2.11 31'(a) pe [—b, ] si:

N —2a
"= | Ty

Deoarece b este arbitrar, relatia obtinuta este adevarata pentru Va, |a| < 1.

Pentru a calcula integrala de mai sus face schimbarea de variabila x = sin¢. Obtinem:
. /2 cost /2 dt
I(a)=—2a/ - dt:—2a/ —_—
0 ) o 1

cost(l — a?sin?t — a?sin®t’
< : y du :
In continuare notam tgt = u = t = arctgu, dt = ——. Deci:
1+ u?
I’(a):—2a/ - :—2@/ —— =
o ()i b Toar

—2a
12

V1—a? V1 = 42 e
1 —a?arctgtvVl —a ‘ \/7@2’ Va, |a| <1.
Integrand, obtinem I(a

da = /1 —a?+ C, VYa, |a|] < 1. Pentru
| e =
a:U,I(U):O,deCiC——ﬂ'§1

I(a)=7(/1—a2—-1), Va, |a| <1.

11. Sa se calculeze I(a, ) = /OO e " cos Bxdx, o> 0, € IR folosind derivarea
in raport cu § sub semnul integralé?

Rezolvare. Avem o integrala improprie de primul tip. Pentru Va > 0si § € IR este
o integrala absolut convergenta:

‘e az? (og ﬁx‘ < e’ jar /OOO e " dx este convergenta, deoarece mll)rglo 2% = .

Fie a > 0 fixat. Vom arata ci putem deriva pe I(a, 3) in raport cu [ sub semnul
integrala. Fie a > 0, intervalul E = [—a, a] si functia f(z, 3) = e ** cos Bz, © € [0, 0),
f € [—a,al. Functia f este derivabila in raport cu f3, iar derivata sa:

%(:c, B) = —ze=° sin Bz este continui pe [0, 00) x [—a, al.
o< -
Integrala / (—:r:)e“”z sin Bz dx, [ € [—a,a] este uniform convergentd pe [—a, al,
0
conform criteriului lui Weierstrass:
| — ze —az? sin fz| < ze —ar? g 0,00), V€ [—a,al,
o<
iar integrala / 2e™ dg este convergenta <1Lm 22 pe2 — ).
x (e.0)

0
Rezulta conform Teoremei 3.2.11 ca I(«, ) este derivabild in raport ca 8 € [—a,al

si:
Sﬁ( B = /OOO ze " sin Bz dr = % /Ooo (e’aIQ)Isin Bz dr = %e‘“? sin fx o
B —ar? _ 6
)y € cos fx dx = 2al(a,ﬁ), V3 e [—a,adl.
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B

I
Deci g—ﬁ(a,ﬁ) = —2—I(a,ﬁ), V3 € [—a,a]. Deoarece a este arbitrar deducem ca
o

relatia de mai sus este adevarata pentru V5 € IR.

Avem astfel:

ol 6]
— —1 = 0.
55 0) + 5 (. 5) =0
Inmultind relatia obtinutd cu e#”/(4®) rezulta: —— (6’32/(40‘) - (a, B)) = 0. Prin in-

tegrare deducem: e?"/¢®) . I(a,3) = C(a) sau I(a,fB) = C(a)e 7/t Y3 e R, a > 0.

: t
Pentru f = 0 avem [(«,0) = / ¢ dz. Notim /ax =t = © = —. Deci:
0 NG
o _,odt 1 e, 1
I(oz,O):/ e_tz-—:—/ = L VT VT
0 Va o a o N 2/«

1
(conform {§1, Problema 7} — integrala lui Euler-Poisson). Rezulta C(a) = 5\/1 si deci:
«

1 >
I(a, B) = 5\/E67’3 M) vpe R, a>0.
Q
12. Folosind valoarea integralei:

I(a,ﬁ):/o e_o“”-smxﬁxdx, a>0, felR

0
0P
B)
m

oI

% sin fx

sa se calculeze D(p) = / dx.
0 x
Rezolvare. Pentru o > 0 i f € IR fixati, I(a, 3) este o integrala improprie de

. . . sin Sx
primul tip (1111(1]6 ar . B = 5). Deoarece:
z—
sin Sx e
‘e“” . p < , Vx>0,
x x
00 p—aT e~ T
iar / dr, a > 0 este convergenta (lim z? - = 0) rezulta ca integrala
a X T—00 T

4 Sinfw , .. : y
/ e . dz este o integrala improprie absolut convergenta.
a T

% sin fx

Daca o =0, 1(0, ) = / dx = D(f) este o integrala improprie de primul tip
0

simplu convergentd (vezi {§1, Problema 2}).
Sa fixam parametrul o > 0. Vom deriva pe [ in raport cu S sub semnul integrala.
Fie a > 0, intervalul [—a, a] i functia:
oz Sinfz

fap=1"" "=
B, daca x =0, B € [—a,a].

Derivata partiala in raport cu 3 a functiei f exista si este egala cu:

%(m,ﬁ) =cosfr-e * x€l0,00), B € [—a,al

in plus, ea este continua pe [0, 00) X [—a, a].

, daca z € (0,00), B € [—a,al;

Apoi, integrala improprie:
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) 8f )

/ —(z,0)dx = / cos Bz - e " dx
o 0 0

este uniform convergenta pe [—a, a], dupa cum rezulta din criteriul lui Weierstrass:

o0 1
lcosfx-e | <e ™ i / e dr = —.

0 o
Atunci conform Teoremei 3.2.11 rezulta ca I(a, §) este derivabild in raport cu f pe

[_a: a] §1
ol o0
%(a,ﬁ) = /0 cos fx - e dr = ﬁﬁw V€ [—a,al.
Deoarece a este arbiatrar rezulta ca:
I «
%(a,ﬁ) = m, VﬁE B, o > U

De aici obtinem prin integrare:
I(a, ) = arctgg +C(a), >0, g€ R.
Pentru f =0, I(a,0) =0, deci C(a) = 0. Rezulta:
I{a, B) = arctgg, Va>0, g€ R.

Vom arata in continuare ca putem trece la limita pentru o — 0 sub semnul integrala
in I(a, B) (Teorema 3.2.10). Fixdm acum pe 5. Avem:

a) Integrala /OO e—oz . 20 bz
=[0,b], b>0 dupoé cum rezufté din criteriul lui Abel, considerand:

sin Sz, 00 o . <
< hy(z,0) = — integrala /0 hi(z,«) dx este convergenta (uniform convergenta

dx este uniform convergenta in raport cu a € E =

in raport cu a € F) si
- ho(z, ) = e~ ** este monotona in raport cu z € [0,00), pentru Ya € [0,00) si ho

este marginita pe [0, 00) x [0, 00).
sin fx

—Qx d 3 0
b) Functia g(x,a) = ‘ z e 70, tinde pentru o — 0 la functia
B, daca x =0,
sin Sx
daca 0
h(z) = PR 70, uniform in raport cu z € [0,6], 6 > 0 (g este continua
B, daca =z =0
pe [0, 4] x [0, 0]).

Rezulta conform Teoremei 3.2.10 ca exista:
) % gin Sz
lim I (o, B) = / dr = D(p).
a—0 0
: L g .
Dar il{)l’(l] I{a, B) = il{)l’(l) arctg . = gsen B. Deci:

T
D(5) = Zsgn .
In particular pentru 5 = 1 obtinem:

 gin & T
/ doe = —.
0 T 2




Integrale proprii si improprii depinzand de parametri 173

13. Folosind integrarea sub semnul integrala, sa se calculeze urmatoarele integrale:
00 AT _ e—,Bac

a) [(a’ﬂ’m):/o f-sinmxd:c; a, >0, € R\ {0};

1 arctgaz

0 x\/l—xQ
efaz —e —Bx?

c) ](a,ﬁ):/ #dx; a, >0, a>0.

Rezolvare. a) Pentru @ = 3, I = 0. Presupunem in continuare ca a # 3, a < 3,

b) I(a) = dz; a > 0;

e~ 0% —px
(in mod asemanator se trateaza cazul o > ). Avem ——— = / e” " dy, deci:
x
oo B ¢
I(a, B,m) = / / e~ dy | sinmz dz.
0 o

pentru «, 3, m arbitrari, momentan fixati, functia f(x,y) = e ™sinmx este

Avem:

continua pe [0, 00) X [a, 5];
e 0T _ e*BI

B
B . sinmx/ e Wdy=-———"—-sinmz, dacd z#0
: / (e’zy sin m:c) dy = a Y T ’ 70,
a 0, daca x =0
este uniform convergenta in raport cu z € [0,a], Va > 0;
oo
. / (e’zy sin m:c) dx este uniform convergenta in raport cu y € [a, 3] (vezi calculul
0

de mai jos);

oo [ 18 : 0 gm0t — g=hT © e~ gin my
. / </ e Y dy) sinmz dx = / - sinmzdx = / - dre—
0 « 0 X 0 X

/00 e B sin ma e **sinmx e T
0

dx este convergenta, < , x>a, a>0,

T T T

o e_a
iar / dr (C); asemanator pentru cealalta integrala )
a T

Rezulta conform Teoremei 3.2.13 ca putem schimba ordinea de integrare:

I — ([T e sinmada) dy= [T —"—d
(Oz,B,m)—/(1 (/0 e "sin max :1:) y_/a R Y
(vezi {§1, Problema 16, c)}).

Obtinem:
y | B a
I(a, B,m) = arctg —| = arctg — — arctg—, Va, >0, me R\ {0}.
mla m
t dt
b) Deoarece areisar / rezulta ca:
x 0 222+ 1

1
I :/
(a) 0 (0 2752+1> 1—x2
Avem:

- functia f(z,t) =

este continua pe [0, 1) x [0, al;

(2282 + 1)\/1 —z?
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1 dx
- integrala / este uniform convergenta in raport cu t € [0, al;
8 0 (22?2 +1)v1 — a? & P 0,a]
a dt
- integrala / este uniform convergenta in raport cu x € |0, b|,
& o (222 +1)V1 — 2?2 & P 0,]

Vb, 0<b<1;
L arctgax

L[ e dt 1
- int 1 / / dr = | ———=
integrala ; (0 2 1)> N x N

Rezulta conform Teoremei 3.2.13 ca putem schimba ordinea de integrare in I(a), deci:

Ia)= [ </o1 (2 1 ffm) .

Calculam mai intai integrala din interior, adica:

dx este convergenta.

T(t)—/l dx x ﬂnu/ /2 cos u du _/Tr/2 du tgu=v

o (22 +1)V1—22  Jo cosu(Bsin®u+1) Jo #2sinu+1
0 d o0 d 1 v—00

=/ 5 - :/ ; = -arctgv\/tQ—i—l‘ T
o (PoEm 1)1+ o

24+ 1)v2 +1 2?41

™

W +1

. @ m
Deci T(a):/o 2\/252_

efoar —e —Bx?

21n(t—|—\/t2—|— DI ln(a—l—\/a2+1) Va >0

¢) Avem 5 / “’Y dy. Pentru a = 3, I(a, B) = 0. Presupunem
x

a# [, a < f (in mod asemandtor se trateaza cazul > 3). Deci:
oo B
I(a, B) :/ x- (/ e ydy> dz.

. functia f(z,y) = ze Y, z € [a,00), y € |a, B] este continui pe [a, 00) X [a, A];

Avem:

e ) .
- integrala / ze ™Y dzx este uniform convergenta in raport cu y € [a, 8];
a

g
- integrala / ze™™ Y dy este uniform convergenti in raport cu z € [a,b], Vb > a;
[0}

) e B ) ) efozz2 _ 67612 ) efozz2
- integrala / / xe " Vdy | dx :/ —dx :/ dr—
a ! a X a X
2

—/ dx este convergenta.
a

x
Rezulta conform Teoremei 3.2.13 ca putem schimba ordinea de integrare in I(«, ),

) 4= Se " dy =

Tr=a

adica avem:

o= [ ([ i) v [ (-4

1 5 |P 1
—_ = R _—,3
=52 @y —2a2(e‘m a),Va,ﬁ>0,a>U.

14. Sa se studieze si apoi sa se calculeze integralele lui Fresnel:
o o
1= / sinz®dz, J= / cos 2 dx.
0 0
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.
2/t

Rezolvare. Facem mai intai o schimbare de variabila 2> =t = 2 = /¢, dz =
r=0=t=0,2 = 00=1— oc. Obt;inern
e s1nt > cost t
=) it 77k o
Aplicand pentru [ crlterlul lui Dirichlet de la integrale improprii de primul tip, cu:

) =sint, / t)dt = —COSt‘ =—cosA+1, / t)ydt| <2, YVA>D0,

Fg(t) =

monoton descrescatoare la 0 pentru t — oc,

2\f

. o[> s1nt G < cost
si analog pentru J, deducem ca dt, a > 0 sunt convergente. Punc-
a \/_ a \/_
sint
tul 0 nu este punct singular pentru / deoarece hm — = 0.
=0 2/t

Pentru integrala J care este 1mproprle si de al doilea tip, avem:
cost

2Vt

Deci I si J sunt convergente (s1mp1u convergente, vezi §1).

iar dt este convergenta.
b [ :

Pentru calculul acestor integrale sa consideram integrala:

/°° e~ du Vi /oo it?_x? dr = i . ﬁ
0 0 Vi N

. _ 2
Deci e~ du.

7~

Sa inmultim relatia de mai sus cu e **

-sint, k > 0 arbitrar, momentan fixat §i s-o

integram in raport cu t pe [0, 0c):

/00 ekt 2 04 00 L2
—-sintdt:—/ e (/ e ™ -sintdu) dt =
0 \/l_f \/_

] 67kt . q]

t
i \/;m \/_/ (/ (et sintdu) dt.

Demonstram in continuare ca putem schimba ordinea de integrare in ultima integrala

de mai sus, conform Teoremei 3.2.13. Integralele:
© (ktud)t . ©C (ktud)t
/ e ~sintdt  si / e -sint du
0 0

sunt uniform convergente pe [0,a] 3 u, Ya > 0, respectiv pe [0,b] > ¢, Vb > 0, iar

/ </ e (hHu)t gin ¢ du) \/_ / ¢ -sin - dt
0 0

este (absolut) convergenta.

integrala:

Rezulta conform Teoremei 3.2.13 ca si integrala:

/oo (/OO e~ (ktu)t sintdt) du
0 0

este convergenta si ultimele doua integrale sunt egale, deci:
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oo o=kt gip ¢ 2 [oo &0 :
A et s ar) du
0 ™J0 0

oo
Deoarece / e . gintdt = deducem ca:
0

1+a?
00 ¢~kgin ¢ gt — /00 u
0 Vi S Vrdo 1+ (k+u?)?
In continuare vom trece la limita pentru £ — 0 in integralele din relatia de mai sus.
Pentru prima integrala avem:
% ekl gin ¢t

NG

dt este uniform convergentad pe [0,a] >k, a >0 si

e Fsint sint
———F—, daca t #0, ——, daca t #0,
g(t, k) = Vi o, ht)y=4 Vi 7
0, daca t =0 0, daca t=0,

pentru k& — 0, uniform in raport cu ¢t € [0,b], b > 0, (g este o functie continua pe
[0,0] x [0, a]).

Rezulta ca 3 lim
k—0.Jo

Pentru a doua integrala avem:

x e~ s1nt /00 s1nt

/o WZ—UQ)Q este uniform convergenta in raport cu k € [0,a], a > 0
1
si 1+ (k + u?)? — Tl k — 0, uniform in raport cu u € [0,b], b > 0.
. Y du % du
Rezulta ca 3 llgr(l) i m_/o i

Obtinem astfel relatia:

/OO sin ¢ g — /

0o i Nz 1+ u4

Conform {§1, Problema 3, f)}, din egalitatea de mai sus deducem:
o sin t 2 m T

th—w v

Deci I:/ sinz?dx = \/7
0 2

In mod asemaéanator se arata ca:

00 1
J:/ cosz’dr = =
0 2

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

15. Sa se calculeze urmatoarele integrale, folosind derivarea sub semnul integrala:

7/21n (1 + acosx)
a) I(a) = /o cos

dr, la| <1;
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/2 t t
b) Iy = B gy s

27
¢) ](x):/ In(1— zcost)dt, |z <1;
0
d) T(a):/ ln(1—2acos:1:+a2)d:1:, a € IR.

0

w/2 d
16. Sa se calculeze integrala f()\) = / 7:1:, A > 0 si apoi sa se deduca
0o tgr+ A
/2 d
valoarea integralei I(\) :/ S
0 (tgx+ )2

17. Folosind integrarea sub semnul integrala sa se calculeze:
b

1 1 _ qo
I(a,b):/sin<ln—>-x v dz; a>0, b>0.
0 x Inz
18. Si se gaseasca derivatele E' gi F” ale functiilor:

/2 /2 d
= / V1—a2sin’xdr, F(a)= 2 e (0,1)
0 0 V1—aZsin’z

§i sa se exprime aceste derivate cu ajutorul lui F(a) si F(a). Apoi sa se arate ca:

1 E(a)
E"(a) + EEI(G) + T 0.
19. Daca functia reald f este continua pe [0, a], sd se demonstreze ca functia:
a t
F(:c,y,z):/ f®) dt
0 (=12 +y2 + 22
0’F N 0’°F N 0?F
ox?  Jy? 02?2
(x—t)>+y?+22#0,Vt € [0,a].

20. Sa se arate ca functia lui Bessel de indice intreg n:

verificd ecuatia lui Laplace =0, pentruV (z,y,2) € IR® cu

1 s
I(x)=— / cos (nyp — xsin @) dp
7 Jo
verificii ecuatia lui Bessel 22I)(z) + I/ (x) + (2® — n?)I,(z) =0, = #0.
21. Sa se studieze in intervalele indicate convergenta uniforma a urmatoarelor inte-
grale:
o<
)/ e “sinzdr, a € [ay,00), ap > 0; b)/

0 T

% §in %

e “dx, a>0;

al <1; d) / e~(= dz pentrudy) a < a <b,

/ \/ x—1)(x —2)?
dg) a € IR.
22. Folosind derivarea sub semnul integrala sa se calculeze urmatoarele integrale:

Un (1 — az?) o arctg (A\x)

Ia) = [ 29 g0 gl < 1 bI)\:/ Arets A 1 A > 0
R v, e VIV =], Sieam o 220

[ arctg (ax) _ /= 1In(2? 4 0?)
C)I(Oé)— . mdfﬁ, OZZO, d)[(a,ﬁ)—/o Wdfﬁ, Oé,ﬁ>0.
23. Sa se calculeze, folosind derivarea sub semnul integrala, urmatoarele integrale:
0 t . t
2) I(a, 3) :/ arctg (ax) - arctg (Sz) dr. o 5> 0
0

€12
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b) I(a, B) = /OOO n(1+ a2x2)x-4ln O+52) o, 0, 8> 0.

24. Folosind integrarea sub semnul integrala sa se calculeze urmatoarele integrale:

0o o—0x _ —fBx
a) I(a,ﬁ,m):/o %-cosmxd:c; a, >0, m#0;

o 1
b) I(a,b,c) :/ —e™ %« (cosbr —coscx)dx; a>0; b, c€ IR;
0

T
]

c) I(a,b,c):/ —e™% . (sinbx — sinex) dx; a>0; b, c € IR.
0 T

§3. INTEGRALELE LUI EULER

Integralele:

1
B(p,q)=/0 7t (1—2)"de, p,ge R s

L(p) = / 2" e "dr, peR
0
se numesc integralele lui Euler de primul tip, respectiv de al doilea tip (sau functiile beta,

respectiv gama ale lui Euler).

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se demonstreze ca:

a) B(p,q) este convergenta pentru p > 0 si ¢ > 0 si in rest divergenta;

b) T'(p) este convergenta pentru p > 0 si divergenta pentru p < 0;

c) integrala I'(p) depinzand de parametrul p este uniform convergenta pe orice seg-
ment [a,b] C (0, 00).

Rezolvare. a) Dacip—1>0&p>1siqg—1> 0<%« g > 1 atunci B(p, q) este o
integrala proprie, deci convergenta. Dacap—1< 0 & p<lsaug—1 <0<« ¢ <1 atunci
B(p, q) este o integrala improprie de al doilea tip cu z = 0 punct singular sau x = 1 punct

singular. Avem:

a 1
B(p,Q)Z/U iﬁp_l'(l—x)q_ldﬁ-i-/ 27 (1—2)de, 0<a< 1.
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a a (] — q—1
Integrala [; = / (1 —2)" Nde = / %d.fr este convergenta daca si
0 0 x
1 1 p—1
numai daca 1—p < 1 < p > 0, iar integrala I, = / e” b (1—2)" tdo = / ﬁ dx
a a — T

este convergenta daca si numai daca 1 —¢ <1< ¢ > 0.

Deci B(p, q) este convergentd pentru p > 0 i ¢ > 0, in rest fiind divergenta.

b) Daca p—1> 0 < p > 1 integrala I'(p) este improprie de primul tip, convergenta,
deoarece xll)rgc 2% 2P 'e™® =0, Ya € IR. Dacd p < 1 atunci ['(p) este improprie de
ambele tipuri. O descompunem astfel:

I'(p) = /Oaxpl -efxd:v—i-/ocxp*l-e*zdx, 0<a<l.
a

—I

e e
Integrala I = / —
0 x

> dx este convergenta pentrul —p <1< p > 0,iar [, =

o<
= / 2P~ 'e™® dx este convergents pentru Vp € IR dupd cum am vizut mai sus.

a

Deducem astfel ca T'(p) este convergenta pentru p > 0 si divergenta pentru p < 0.

¢) Sa consideram un interval [a,b] C (0,00) arbitrar, momentan fixat (0 < a < b).
Avem:

1 00
T'(p) :/ P le” d:c+/ e " dx.
0 1

-~

I Iy
Pentru I, avem zP~'e™® < 2% 'e7® Vux € (0,1], Vp € [a,b], iar integrala

/1 2% e " dx este convergentd (1 —a < 1< a > 0). Rezulta astfel ci I; este uniform
co%vergenté in raport cu p € [a, b].

Pentru I, avem inegalitatea 2P~ 'e™® < z’7'e™® Vuz € [l,00), Vp € [a,b], iar
integrala /oo 2" le ™ dx este convergentd. Rezultd ci si I, este uniform convergenta pe
[a, b], deci Fl(p) este uniform convergenta pe [a, b].

2. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale integralelor lui Euler:
1
D(p+1) =pl(p), ¥p>0i b) T = (-1}, Yae N o T (5) = v

)

9
d) ¢B(p+1,q) = pB(p.q+1), Vp, q¢>0;
B(p+1,q) + B(p, q+1) B(p.q), Vp, q>0;

)
oo tp—
f) B(p, )—/U mdt

Rezolvare. a) Avem:
['(p) = / 2P le T dy = —/ (zP)'e " dx = —aPe™™|  + —/ 2Pe "dr = -T'(p+1),
0 pJo 4 0 plo p

deci T'(p+1)=pI'(p), Vp>0.
b) Folosind relatia de la punctul a) obtinem:

F'n)=(n—1)'n—-1)=Mnmn-1)(n-2T(n—-2)=---=(n—-1T(1),

a

e
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“ =1 Deci T(n)=(n—1),, YneN".
) = / 2 2e"" dr. Notam z = u?, dx = 2udu. Rezulti:
0
):/ u’le’“2-2udu:2/ e“2du:2-§=ﬁ;
0 0

(am folosit integrala lui Euler-Poisson).

d) Avem:
1 1
¢B(p+1,q) :q/ 2P (1 — )1 dy = —/ 2P [(1—2)9 de =—2P- (1 —%)q‘;+
0
+p/ Pt z)?dx =pB(p,q+1), ¥Yp, ¢ > 0.
1 1
e) Bp+1,q9)+ B(p,q+1) :/ 2P - (1 —x)q_ldx+/ 2P (1 —2)lde =
0 0
1
—/ P (1—2)" Nz +1 —:c)d:r—/ 2”1 (1 —2)" Yde = B(p,q), Vp, q¢>0.
0
t dt
f) Facem schimbarea de variabila x = —— (t > 0) =t = ° , dr = ;
1+t l1—=x (1+1)?
r=0=>t=0, v — 1_ =1t — oo. Rezulta:
B oo tp—1 t g1
0- ) e [
(p-q) /0 (1+t)P1< 1+t> +tp+q
3. Sa se demonstreze urmatoarea relatie dlntre funct;ule beta si gama:
T(p) - T(g)
B(p,q) = , P, q>0.
(w0 T'(p+4q)
Rezolvare. Avem: :
1 00 tP—
r B(p,q) =T [art -y tde =T | dt =
(p+a) Blp.g) =Tlp+q) | o (1-2)" de=T(p+q) | A
/OO tp_l </OO p+q—1 —CEd > dt /OO </OO tp_l p+g—1 —CL‘d > dt
= — x e T dx = — e "dx ) dt.
o (L+t)p*ta \Jo 0 o (1+4t)pta
IS

In integrala I; facem schimbarea de variabild & = (1 +t)u, ¢ > 0. Obtinem:

I, = /Oo L (14 t)ptet. up+q—16—(1+t)U(1 + 1) du = /oo p=lyptra=t, o—(+tu g,
"o (1t o '

o< o
Deci T'(p+q)- B(p,q) = / </ Pl ypta—l = (14tu du) dt.
0 0
Schimband ordinea de integrare in integrala de mai sus, obtinem:

o0 0
= / u”+q1</ tp—1le—(1+t)u dt) du.
0 0

~~

I

In integrala I de mai sus facem schimbarea de variabila tu =7, u > 0. Rezulta:
u

oo rp~1 dr e™ [
I, = / e T — = / ™ e T dr.
0 0

up~1 U uP
Deci:
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T(p+4q) - Blp.q) =/ - (/ le d7'> du = (/ ui=le du> x
0 uP 0 0
X </ P le T dT) =T(p) - [(q).
0

4. Sa se demonstreze formula:

B(p,1—p)=T(p)-T(1—-p) = Sin?m), Vpe (0,1),

(formula complementelor).
Rezolvare. Deoarece prima parte a relatiei de mai sus a fost demonstrata in Prob-

lema 3, ramane sa aratam ca:

B(p,1—p) = —— Vpe(0,1) /OO P = — T vpe ()
—p) = — sau = — .
PE P = G (pm)’ b ’ o 1+t sin (pmr)’ b ’
Pentru aceasta vom folosi dezvoltarea in serie Fourier a functiei f : [-m, 7] — IR,

f(z) =cospx, pe R\ Z. Fiind o functie para, coeficientii b, = 0, Vn € IN*, iar:

1 /7 2 (7 2 . ™ 2sinprw
ay = — cospx dx = —/ cosprdr = —sinpr| =
T™J-m m™Jo pT 0 b
1 1 2 [
ap = — f(x)cosnxdx:—/ cospx-cosnmdwz—/ cos px - cosnx dr =
™ J—7 mJ—7 m™Jo
1/7r 1 i 1 i
= — cos (p+n)xr+cos (p—n)x|dr = ————sin (p+n)r| + ——sin (p—n)x| =
o Teos (b cos (p=ma] de = s sin (ptma] 4 sin (p—n)|
—1)"si 1 1 —-1)"2
:( ) Sin pm + — ( 2) ]; Sinpﬂ', nZl
T p+n p—n 7(p? — n?)

Deoarece f este continua, iar derivata sa are un numar finit de puncte de disconti-
nuitate de specia intéi (deci este neteda pe portiuni) rezulta, conform {Capitolul 2, §4,

Teorema 2.4.1} ca seria Fourier asociata lui f:

: : 5 : 5 1) 5
S L cosx+81np7r- 4 cos 2x+---+( ) S cos nr+
p T p?—12 T p?—2? T p? —n?
este convergenta in V. € [—7, 7| si suma sa este f(x). Deci:
sinpm |1 2p 2p 2p - (—=1)"
- - I R P R R S Sl .
f(z) |y p2_1cos:c+p2_22(:os T4+ P cosnx + ,
Va € [—m,m]. Pentru x = 0 rezulta:
m 1 2 2p
: =4 Lo (=)t 4o
sinpr  p  1—p? (=1) n? — p?
2 1 1 1

2
Scriind fractia P sub forma = — =
n? — p? n?—p> n—p n+tp (n—1)+(1-p)

si notand cu g(p) suma seriei alternate:

gl 1,1 N
gp—p p+1 p+2 p+n

n—+p

rezulta relatia:
T

e g(p) +9(1—p).
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~ o0 tpfl
In continuare revenim la integrala / 7 dt, 0 <p<1, pecare o descompunem
in: . . .
oo P~ 1 ¢p— oo P~
/ at= [ at+ [ dt.
o 141 Jo 1+t i 1+t
I I,
. 1
In integrala a doua I, facem schimbarea de variabila 7= u. Rezulta:
1 1 1 P
0 ur-l- ( ) uP (1 + u) 0o 1+u

D R 'y v
i t:/ ’ .
et /0 1+t o 1+t +01+u“

1 ¢p—1
Notand cu h(p) = / 151 dt, obtinem urmatoarea relatie:
0
P = h(p) 4
t= +h(1—p), O0<p<I.
/0 o1 (p) +h(1 = p) p

Vom arata in continuare ca functiile g si h sunt identice, de unde va rezulta relatia

dorita, adica:

oo p—1 T
/ dt= — VYo<p<l.
o 1+t sin (pr)
Pentru aceasta pornim de la dezvoltarea:
1 . (_1)n+1tn+1
=l (=)
1+t + + (=) 1+t
relatie pe care o inmul{im cu #*~! gi o integram pe [O 1]. Obtinem:
1 41 1 ¢n+p
h(p) = dt = / Pl dt — / tP dt / Pl gt "“/ —
W) =], 153 ook . FEDT T
1 1 (=" L gn+p
Deci h(p)=—-———+---+ +—1“+1/ ——dt.
(») p p+1 n+p (=1) o 1+t

o0 n

Pentru ca h(p) = g(p), adica h(p) si fie suma seriei » ( +) este suficient sd demonstram
n=0 " TP

ca integrala:

1 gn+p
/ 57 dt — 0, pentru n — oo, uniform in raport cu p.
0

gt
Dar <" Vvtel0,1], Vpe (0,1), iar:
11+t
1 1
/ P dt = < — 0, pt. n — oo, uniform in raport cu p.
0 n+p+1 n+1

Rezultd astfel ca h(p) = g(p), Vp € (0,1).
5. Sa se exprime cu ajutorul integralei lui Euler de primul tip urmatoarele integrale:
a) I = /01 P~ (1 — 2™ e p, g, m > 0;
/2
b) I, = /o sin? 'z cos? ' wdx; p, g > 0.

Rezolvare. a) Facand substitutia 2™ = y, obtinem:
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1 1 1 1 1
]1 _ / y(p—l)/m_(1_y)q—1__y1/m—1 dy — _/ yl’/m—l.(l_y)q—l dy =—2B <£,q> =
0 m m Jo m m
1T (%) I'(q)

Facem substltugla sin? z = y; avem:
1 1 1 ft
y P02 (1 gDz _— dy:—/ yPI2l (1= )2 gy =
/ ) VY y 2 /o ( )

_1B<p Q> Iy r(g)r(g)
S 27\272 2 T (%ﬂ) '
In particular pentru ¢ = 1 obtinem:

/2 1 1
/ sin~'xdr = =B (1—), —),
0 2 2°2

iar pentru p = 1 avem:

/2
/ cos?™ 'z dx =
0
6. Sa se stabileasca relatia:

r) T (p+ 1) = 27 re),

(formulele lui Legendre).

Rezolvare. Plecam de la functia B(p,p):

B(p,p):/[]lxp_1 (1 =)t dxz/ol[x(l — )Pt dx:/1<— 2 ! 1)10—1 dx

20 —1\2 177" 1 A
-/ [ (=5-) +1] dr = s [ 120 = 12 1P e =
m/o / [~ (22 — 1)? + 17" dx.
Facem in continuare substitutia (2z — 1)* =y = 1 — 2z = /y > 0. Obtinem
B(p,p) = %/ﬂl(l —y)P 4\1@ dy = 222_1 /;ym (1
-2 (30)

2 r(ir
Dar B(p,p) = a (];) iar B(%, )1_‘(2)_’_(;))

y)Ptdy =

~/~
N |—=

Din relatiile de mai sus obtinem:

I(p) 1 7l(p)

1 _
T(2p) 2% T (p-i— l) < T(p)-T (p-i- 5) = 5o I'(2p).

7. Sa se exprime cu ajutorul integralei lui Euler de al doilea tip urmatoarea integrala:
Im:/ g™ . e de, a>0, m>—1.

Rezolvare. Facem su%ostitugla ar? =y > 0. Obtinem

I,

N L, ] > émfl)m I
/0 <a> Y dy_?a(m+1)/2/0 Y ety =
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B 1 r m+1
- 2q(mt1)/2 ( 2 )
Pentru m = 0 avem:
/OO 6_ax2 d:E — LF <1> — ﬁ,
0 2/a \2 2\/a

iar pentru a = 1 integrala de mai sus este integrala Euler-Poisson (vezi {§1, Problema

7}):

/OO e ¥ dr = ﬁ
0 2
8. Sa se calculeze folosind functia B integrala:
1 dz
1:/ )P g<p<t,
0 v ( z) T+ b
unde « € R\ (—1,0).

Rezolvare. Se face o schimbare de variabila de forma z =

at + b
Ct_'_dcuad—bc;é()

(aceasta transformare se numeste transformare omografica). Vom determina a, b, ¢, d

astfel incat in urma acestei tranformari intervalul pentru noua variabila ¢ sa fie tot (0, 1).

t
Pentru ¢ = 0 obtinem = = 0 de indata ce b = 0. Deci = = t(:—d' Pentrut =1 =
c
t
=2 =1 pentru d = a — ¢. Obtinem astfel =2 Apoi:
c+d ct+a—c
t —a)(t—1 t t+(a —
l—z=1- “ :(C (L)( ), iar $+a:ai+a:(a+ca) +((L C)a.
ct+a—c ct+a—c ct+a—c ct+a—-c
Alegem ¢ = —1 si determinam pe a astfel incat = + « sa se simplifice. Avem:
at —1—-a)(t-1 —a)t 1
_ B e S ey S S R
—t+a+1 —t+a+1 —t+a+1
t — (t—1 1
Pentru a = a obtinem x:ai, 1—z= (@ +1)( ), x+azm,
a+1-—t a+1l—-1 a+1-—t
1
iar dx—ﬁdt Atunci:
(a+1—1)?

_/ P11 (a+1)?7-(1-t)? a+1—-t ala+])

(a+1—0r 1 (a+1—-1)"  ala+1) (a+1-—1)7?
aP~! P! T
= — [ ' (1-t)Pdt=——B(p1—p) = : =
(a 1) /0 (1-1) PP P = G s )
1 ( o} >7’ 7r
a \a+1/ sin(pr)
9. Sa se calculeze cu ajutorul integralei lui Euler B urmatoarea integrala:

11,1171_(1_1,)1)71
1:/ dv: a.b>0 R\ (—1.0).
M s abs 0 pe B\ (10

Rezolvare. Facem substitugiat:(l—l—p)iéa::tip, 1—z=
Tr+p p+1—1
_e+rnd-y . _p+td o ppt1)
p+i-t TTPT oo w p+1-1)2
Atunci:
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_/ tptTt D) A=) (1= p(p+1)
_|_1_ta1 (p_i_l_t)bfl pa+b.(p+1)a+b (p+1_t)2—
= ——— [ "1 -t)" 'dt = —————B(a,b).
(p+1 / ) (1+p)ep? (@)
10. Sa se calculeze folosind integralele lui Euler urmatoarele integrale:

a) /oool—i—x?” / Vi —x?d; / \/_ )/Ooo(lgiﬁd:r'

+ 22)?

)
JEes TR /omuugéﬂ o[, \/Hd«f;

o [ < 09,
g l‘,p<;1/ /
0 x+\hufx S

Rezolvare. a) Notim 2% =t = v = t/3, dz = § _2/3 dt. Rezulta:

1—/ g2 4t /°°t2/3
3 1+t 3 1+1

. t d
In continuare facem schimbarea de variabila t = v =>0v=—/dt = Y ,
1—w 1+t (1—wv)?
(1+1) =
1 12
2/3 2/3 1— / 2/3 1/3d —_RB <_ _> =
3/ (1-v) 1—v ~3 "T37\33
3 sm—_3\/§'
b) Avem:
2
L 33y _LE)rE) _ Gri)
]:/ —22d :/ 12(1—2)'24d :B<—,—>= = =
, Vs atdr= e —a) P 22 0(3) 2l
1 g T
—g(ﬁ) =3
) F bstitut; Loy d L
c) Facem substitutia z = —— = r = r = —
; 1—t 1+ (1—1¢)% —t
Rezulta:
1 1 1 2 1
I:/ 1— )3 18301 —¢ dt = t_1/31—t‘2/3dt:B<—,—>:
0( ) ( )(1—t)2 0 ( ) 3°3
T 27
sin 28 /3’
d) Notam z = v/t. Rezulti:
oo 1/6 1 1 poo 713
= [ s adt=5 dt
o (1+1)? 2/t 2Jo (1+1)2
t d
Facem in continuare substitutia tz%iyzl—ﬂ, dt = a _yy)2, 1+t=

1
= —. Atunci:
-y
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1 dy 1 1 /2 4
I:—/ “1/3(1 — \1/3(1 2 :_/ “1/3(1 )13 g ——B( )
5, v A=y (L) T—pf 2h? (L—y) 7 dy=3B(3.3
_ 1 TG 1 r()sr) @yl
2 r(2) 2 1! 6 \3 3 6 scilng 3v3
t 1 t
e) Notam z = , t= ’ , 1+2=——, dv=_——5. Rezultd:
—t 1+ 1—t (1—1)?
1 dt 1 o 3
I:/t1/41—t*1/41—t2 :/t1/41—t1/4dt:B<—,—>:
AL G )(1—t)2 (1) 11
O 1)) -4
- T(2) 4 \4 4) 4 sinT 22
1 1 1 1
f) Avem = — . Atunci
(22 +1)(z+1)2 2z |22+1 (z+1)
I = 005_\/5. 1 _/003 1 dx_l/oo —4/5 1 dr—
0o 2z 22+1 o 2z (z+1) 2 Jo 2?2 +1
1 oo
—— A ! dz
2 Jo (x+1)2
oo g 4/5 t t 1
Pentru 11:/ Ldm, notdim 22 = —— =1 =/——, dv = X
o x2+1 1—t 1—t 2./15
dt
X . Deci:
(1—-1)
[1:/1t_4/10'(1_t)4/10'(1_75)‘ 1 /t9/10 t)—l/lodt:
0 9 ﬁ (1—1¢)? 2
Lyl ay_1
2 107 10 2 sin g
PtI/ocx_%d t L oev1=-1 4 L
entru I, = ———dz, notim x = —— ==z =—— dx= :
>l (w12 1—t 11—t (1—t)2
Deci: () ()
1 19 L(i)r(2
I, = t4/5-1—t4/5-1—t2-7dt:B<——>:¥:
2 o (A=t a-19 (1—1t)? 55 I(2)
1\ 4_/4 4
o) ()b sy
5/ 5 \5) 5 5sint
1 s 2 T
Rezulta ca I:— - = —
sin 5 sinZ

5

1—x 1—=x 1 x? 1 x?
/ et P [
1+:U Vv1— 22 —1y1 — 22 —1y1 — 22
2

1 T
Pentru 1 :/ 7d:r:2/ —— dx facem substitutia 2’ =t =z =
11 -1+/1 — 22 0 V1 — 22 ¢
=+/t, dx = ——=dt. Deci
Vt, dx 2\/ i
t 1 31 T
I:2/ = t1/21—t1/2dt:B<—,—>:—.
! o VI—t 21 o 1Y) 2'2) " 2
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1 3 0 3 1 3 1 3
Pentru [. :/ 76156:/ 7da:+/ 761562—/ —dt+
S R = JoiyT—a2 S0 V1—2a? 0 V112
not. —x=t
—i—/ dz = 0.
\/1—562
Deci I=_.
2
h) Avem:
™/2 o= o0 dt o P
]:/ tgp:r:dxtg:t/ . :/ — dt.
0 0 1+ 2 0o 141
1 1 1
Notam in continuare t? = =t 41= , dt = : du.
1—u 1—u 9 ﬁ (1_u)2
Deci:
1
_ 2 —p/2 1)/2 -1/2 3 _
[_/u”/(l—u) p/ (1—u)—\/_«/ _u(l—u2 2/ (P=1)/2(1 — )P~ 1/2 gy =
:1/1u<p+1>/2—1(1_u)u—p)/z—ldu L5 (P“ 1—p> T
2 .Jo 2 2 2 sin (p+21) 2COSp7T
pE(—l,l).
1 dx
i) Avem [:/ / 2L (1 =) ——,
0 (z+1 \/:U21—:1: r+1
Aplicam Problema 8 cu a =1, p = § Rezulta:
I_<1>1/3 T 1 T 27
2 sin® /2 V3/2 2.3
vx(l —x) z(l —
j) Avem [—/ / 7) dr.
X 0 (z+1)y/z(1 —x)
1— 2
Apoi MZQ_x_a:—l—l' Deci:
1_/ 2:71/2(1 )_1/2da:—/1 2?1 - 1/2da:—2/ dz =
0 (z+1)\/z(1 — x)
Ir(1 1
e HEDL
272 x+1 sin r'(2)
-2 27 dz —27r———2/ —1/2 (1-— x)*l/Q.d_x.
r+1

_2/ 1121
z+1

Pentru ultima integrala aplicam Problema 8 cu p = 3

/190—1/2(1_@_1/261_:0:(1)”2. T _
0 z+1 sinf /2

2
3r 27 3
Deci [=———=n(=-—V2).

eci 5 7 7 (2 \/_>
11. Sa se determine valoarea expresiei:

si a = 1. Rezulta:
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er ()5

Rezolvare. Avem:

Q) r ) 1)) )

s s T s
T 71:. - (D
n
—1
T 2 o (n—Dm o kmo
Pentru a calcula produsul P, = sin —sin — - -smu = H sin — sa con-
n n n Pt
2k . 2km

sideram ecuatia binoma z" — 1 = 0 cu radacinile z;, = cos — +¢sin —, k=0,n — 1.
n n

Deci avem urmatoarea egalitate:

2 2 2(n—1 2(n—1
2" —1=(zx-1) (:r—cos—ﬂ—isin—ﬂ>---(x—cosu—isinu>
n n

g 2k 2k
& a"—1=(z-1)]] (x—cos—ﬂ—isin—ﬂ>.

Pt n n
Deoarece 2" —1=(z —1)(1+x+ 2>+ ---+2"') obtinem relatia:
n—1
2k 2k
l+z4+2?+ -+ =1]] <:r:—c0s—7r—isin—7r>, Vz e R.
Pt n n

Pentru x = 1 obtinem:
n-l 2k 2k n_l1 k k k
n= H <1 —cos—7r —isin—ﬂ> & n= H <2s1n 2 7 —QZsm—ﬂcos—W)
n

k=1 n h—1 n n n
n—1 k n—1
 km o kmo km
& n=2"""[[sin—-]J |sin— — icos —
k=1 (L= n n
S —

Py

n—1 k k

& n=2""1p,. H <c0s (3_7r+_7r> + 7sin (3_7r+_7r>>
k=1 2 n 2 n
k k

o oo () o (5457)

k=1 k=1
3(n—1 -1 3(n—1 -1
& n=2""'P, |cos (n— D) + nn=1) 7 + isin (n— D + nn—1) =
2 2 n 2 2 n
& n=2"""P,(cos2(n — 1)7r+zsm2(n— ) & n=2""'P, & P, = 2:_1
-1, 2n71 2 (n—1)/2
Rezulti ci E? = Cdeci B =27

n v

12. Sa se calculeze cu ajutorul functiei [' integralele:
oo b % gin b

I, :/ O dw, b>0, s€(0,1); b :/ T2 dr, b>0, s€(0,2).
0 0

x x
1

. redx
< —, Vz € (0,a), a >0 §1/ — este conver-
T8 0o x°

cos bx

Rezolvare. Deoarece

1‘5

a cos bx % cos bx

genta, rezulta ca /
0

dx este (absolut) convergentd. Pentru integrala/ dx

a
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1
<M, VA>asgi —\ 0, ©— oo, deci
xS

A
aplicam criteriul lui Dirichlet: / cos bx dx
a

este o integrala convergenta. Rezulta astfel ca I; este convergenta. In mod asemanator
se arata ca gi I, este convergenta.

Pentru calculul acestor integrale, pornim de la integrala:
s—1 et rt=u ooyt —u du 1 sl —u 1
/ t dt "= / et —=— [ u' e "du=—T(s).

x x5 Jo x

Deci — = / 5 te mt qt.

S
Inmul{im arnbn rnernbr1 ai relatiei obtinuta mai sus cu cos bz si integram pe (0, 00).

Obtinem:

I, = / LSO o = —/ cos bz (/ et dt) dr.
0 o F(S) 0 0

Schimband ordinea integralelor (avem indeplinite conditiile din {§2, Teorema 3.2.13}),

1 o] o]
]1=m/0 tsl<\/0 Cosb:c-e”“’tdai>dt.

I3(1)

rezulta:

Pentru I3(t) avem:

1 % h oo 1 b %
I3(t) = —=cosbr - e ™| — —/ sinbzr - e "drx =~ + —sinbr - e
t 0 0 t o t? 0
b’ IS
_t_Q/o cos bz - e”“’tdtx—g—t—Q[;;()
Deci Ig(t) = m, iar:

s—1

1 oo {F t=up 1 o0 b*u’ S u=tgy
I = / dt "= / “bdu = / du “ 2
") o 2402 [(s)Jo b*(u?+1) " ['(s)Jo u?2+1 "

ps—1  pm/2 tgsy ) ps—1  pm/2
- (14t d:—/ taydy. s (0,1).
F(s)/o oy 1 (1+tg7y)dy T Jo BV s (0,1)
w/2 1
Conform Problemei 10, h), / tglydy = - - 7Ts7ra deci:
0 2 cos

2
7Tbs—l

20(s) - cos I
Pentru [, procedam asemanator gi obtinem:

1 o0 o0
I = @/o ts—l(ﬂ) sinbx-e—”d;c) dt.

-~

I4(¢)

11:

Apoi:
—xt >

b o° —xt b —axt
+—/ cosbx -e d:r::—t—Qcosbx-e
0

1
Ii(t) = - sinbx - e

b’ [oo b b2
=, sinbx - e dx = i —]4( ).

0
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b
Rezulta I4(t) = t21—|-7b2, iar: 1 1 1 1
1 oo bt? t—bu D b* 5 b= oo wf
== a2 | bdu =L | du =
2T T(s) Jo 2y T(s)Jo 2w2+1) """ Ts) o w21
u=tgy 0° /”/2 tg" 'y 2 b /W/Q s—1
& 1+te2y)dy = — | tg* ydy, s—1¢€(-1,1).
T h Tyt T YW =155, vy s (=1.1)
, /2 1 1 T T ,
Conform Problemei 10, h), / tg T ydy = = - , deci:
0 2 cos@ 2sin X

2
7Tbs—l

2T'(s) - sin
13. Sa se exprime cu ajutorul integralelor euleriene urmatoarele integrale:
oo gm=1 b (z —a)™(b— )"
a dx,0<m<n:b/ x;
)/0 1+ zn i b) a (x4 c)mint2

o<
c) / e dx, n#0.

0
Rezolvare. a) Notam 2" = t. Rezulta:

00 -1) 00 -1
1—|—t n no 1+1¢

1
— 1+t=——,1t=0=y=0, t = 00=y — 1. Deci:
1+t’ + 11—y Y ; oo =y ecl
1 ! dy 1 !
_ - m/n—1 1 — 7m/n+11_ :_/ m/nfll_ 7m/nd —
n/oy (=)™ =) s = [ v =)y
1 1
:_B<T,1—T>:—- a <0<T<1.

n sin 2T’ n
n

IQZ

- th t(b— b—
b)Notémt:Z a:x:& :c—a:M b—z = 2 z4c=

— 1+t 1+t T 1+t
tb+c)+a+c b—a
Tr =
1+t ’ (1+1)2
_ /oc tm(b _ a)m ( a)n (1 + t)m-l—n-l—? b—a
o (4™ (46" [tb+ o) Fa+ i (141)2
e dt
= (b — m+n+1/ $m . )
(b=a) 0 [t(b+¢) + a+ c|mtnt?
t
Facem schimbarea in continuare ¢ = v =y = T+t . Obtinem:
-y
1 1 dy
I = (b—a)m+"+1/ Y (1 —y) S —
0 [t e)+ard™ " -y
_ (b a)mnﬂ/l y" (1 —y)" gy ! /1 y" (1 —y)"
0 [y(b _ Cl) +a+ C]m+n+2 b—alo (y I a_+c>m+n+2

dt. Rezulta:

Cain Problema 8 facem acum schimbarea de variabila y = b—a

b+e)(1—u) atc (a—l—c_)u +a+c_a+c

Atunci 1 —y = = —
e Y b+c—(b—a)u’lary+b—a b+c—(b—a)u b—a b—a
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b+c . _ (b+c)(a+o)
Xb+c—(b—a)u’ lar dy = [b+c—(b—a)u]2du'
) B 1 1 (a+c)mum (b+ ) ( u)n ( a)m+n+2
Deci [_b—a/o b+c—(b—a)u™ [b+c—(b—a)ul —|—c)m+"Jr2><
b+c—(b—au™"? (b+c)lat+c)du _ (b—a) m+"+1 /1u | u) =
(b+c)m+n+2 [b—i-C- (b_a)u]Q (a+ )n+1 b—|—C m+1 [,

_ (b— a)m+n+1
~ (a+ )b+ c)mt!
1
c¢) Notam 2" =t = z = t'/* dz = —t"/" " dt. Deci:
n
]_/ tm/n tl/n 1, tdt:l/oot(m+1)/nl€tdt:lr<m+1>, m+1>
0 7£ 0. nJo n n n
> n

-B(m+1,n+1), n,m> —1.

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

14. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale integralei B:

a) B(p,q) = B(q,p); b) B(p,q)zﬁB(p—l,Q), p>1, ¢>0;
c) B(p,Q)ZI%B(p,q—l), q>1, p>0;
(p—1)(qg—1) _
d) B(p,q) = (p+q_1)(p+qz2)31§;'a—1,q—1), p>1, ¢>1;
e) B(p,n) =lz(n,p)1):( (p‘{')l)"'(p—.i-n—l)’ ne IV
f) B(m,n) = CrTE— m, n € IN*.

15. Sa se demonstreze ca:
a) I'(p) este o functie infinit derivabila pe (0, oo) si:
™ (p) = / 2P~ (In2)" e ®dx, ¥Yn € IN.
0
b) lim T'(p) = oo, lim I'(p) = co.
16. Sa se exprime cu ajutorul functiei B urmatoarea integrala:
B / e 1 (1 l‘)b 1
[ax + B(1 — z) + ]etb
17. Sa se calculeze cu ajutorul integralei lui Euler B urmatoarea integrala:
I /1 (1+z)P=t- (1 —g)?!
)4 (1 + x2)pta
18. Sa se calculeze folosind integralele lui Euler urmatoarele integrale:

2
/ 21 — 22dx; b/ \/_ /m/ﬂl—x ) d; d/0 1_af_ixéldx;

dr; a, 8>0; v,a, b>0.

dz, p, q> 0.
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/2 1 \3/x2 1—x)
e) / sin® 2 cos® z dz; f) /
0

dx
g)/ﬂ (x+3)4x3(1—x)'

b
19. Sa se calculeze integrala I(p,q) = / (x —a)?(b—x)?dz, p,q> —1 i apoi sa

se aplice rezultatul la integralele:

I, = /\/x—a J(b—x)dx, = /\/ /”x_adx
(x — a) b—x

b .[b—
I4 :/ v de
a r —a
20. Sa se calculeze:
o o
I, = / e P leosbrdr, I, = / e 2P lsinbrdr; a>0, p>0, be R.
0 0
21. Sa se exprime cu ajutorul integralelor euleriene urmatoarele integrale:
) [ >0 b) [ e ) 1(1 1>pd > -1
a) | ——, m>0; —— n—| dz, ~1;
0o v1—2zam 0 V3 —cosx 0 T b

o P ling
d/ T T 0<p<1.
)0 1+zx v p
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INTEGRALE CURBILINII

§1. INTEGRALE CURBILINII DE PRIMUL TIP

Curba. Suprafata

Fie I' o curba in spatiu de ecuatic parametrice:

(D) w=o(t), y=1(t), z=x(t), t€lab]
cu @, 1, x functii continue pe [a, b].

Curba T" se numesgte inchisa daca ¢(a) = ¢(b), ¥(a) =¥ (b), x(a) = x(b). Curba I'
se numeste simpla dacd nu are puncte multiple, adica At', " € [a,b] cua < ' < " < b,
in care cel putin una din inegalitatile extreme este strictd, astfel incat ¢(t') = ("),
P(t') = o(t"), x(t') = x(t").

Numim lungime a curbei I' marginea superioara a multimii tuturor lungimilor liniilor
poligonale inscrise in I'.

Fie A o diviziune a intervalului [a,b], A € Dy, A :a =ty <ty < -+ < t, =D,
M;(o(t;), (t;), x(t;)), i = 0,n, iar IIo linia poligonald obtinutd prin unirea punctelor
M;. Atunci:

L(T) = sup L(I1A),
AeD

n—1
unde L(ITn) = Y | f(tis1) = fF(E)|. cu f = (¢,9, %), || - || fiind norma euclidiand in
=0

spatiul IR”.

Curba I' se numeste rectificabila (in sens Jordan) daca L(I') < oo.

Curba I' se numeste neteda daca functiile ¢, 1, x au derivate partiale de ordinul
intai continue pe [a, b], adica ¢, ¥, x € C'([a,b]). Curba ' se numeste netedd pe portiuni
dacd IAa =1 <ty <. - <t, =Dbali Iy, este netedd, Vi=10,n— 1.
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Teorema 4.1.1. Daca I este o curba neteda atunci:

- /f S0P+ @y + oempd = [ 17

Daca T este o curba neteda plané de ecua’gii =), y=1v() (x(t)=0), te

€ [a,b] atunci / \/ '(t))?2dt. Daca curba I' este data prin ecuatia
explicita y = f(z), = € [a,b] atunci = / 1+ (f'(x))?dz, iar daca I este data
prin ecuatia polarda r = r(p), ¢ € [¢1, <p2] atunci / \/ ©))? de.

Fie I' o curba rectificabila in sens Jordan, iar s(t) L(F ) unde Iy, = F\[a,t t € [a,bl.

Functia s(t) se nume§te lungime de arc. Daca I este neteda atunci si I'; este neteda si:

£(r) =) = [ J@@P + @ER+ () dr
iar ds = \/(cp’(t))2 + (1) + (X'(¢ ))2 dt se numeste element de arc.
Pentru o curba I plana data prin ecuatiay = f(z), = € [a,b], ds = /1 + (f'(x))? dz,

iar daca [ este data prin ecuatia r=r(y), ¢ € [p1, ps] atunci ds= \/(r(ga))Q—i-(r’((p))Q dp.

A orienta o curba ' inseamna a alege un sens de parcurgere pe ea. O asemenea
curba se numeste orientata. Unul dintre sensuri il vom numi pozitiv, iar celalalt negativ.
In general orientam curba in sensul cregterii parametrului .

O curba I poate fi definits si ca multimea punctelor din spatiu (IR*) ale ciror coor-
donate satisfac relatiile F(x,y,2) =0, G(z,y,2) =0, unde F, G : D C IR* - IR sunt
functii continue, care verifica conditiile din teorema de existenta pentru sistemele de functii
definite implicit. Deci I" poate fi data ca intersectia a doua suprafete (3;) : F(z,y,2) =0
$i (Z2) @ G(z,y,2) = 0. Ecuatiile F(z,y,2) = 0, G(x,y,2) = 0 se numesc ecuatiile
carteziene implicite ale curbei . Dacd F si G sunt de clasa C'(D) atunci T' este o
curba neteda. Daca ecuatiile de mai sus se pot scrie y = y(x), z = z(z) obtinem
ecuatiile carteziene explicite ale curbei I'. Pentru z = 0 obtinem o curba plana de ecuatie
F(z,y) = 0 (ecuatia carteziana implicita) sau y = y(x) (ecuatia carteziana explicita).

Fie suprafata Y de ecuatii parametrice:

(5): z=¢u(ts), y=@alt,s), z2=¢s(ts), (t,s)€ E=[0,1]x[0,1],
cu @1, P9, @3 functii continue pe E.

Suprafata 3 se numegte inchisd dacd F(0,s) = F(1,s), Vs e[0,1] si F(t,0) =
= F(t,1), Yt €[0,1], unde F(t,s) = (&1(t,s), Ga(t, s), B3(t, ).

Suprafata 3 se numeste simpld daci nu are puncte multiple, adici A (', s, (t",s") €
€ E, () #(t's") astfel incat:

a) F(t',s') = F(t", s");
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b) Daci F(0, ') = F(¢",s") atunci t” # 1 sau s’ # 5"
¢) Dacit F(1,s') = F(t",s") atunci t # 0 sau s’ # 5"
d) Daci F(#,0) = F(t",s") atunci ' # " sau s" # 1;

e) Dacit F(#,1) = F(¢",s") atunci ' # " sau s" 0.

Fie suprafata ¥ de ecuatii parametrice:

(X): z=¢i(u,v), y=¢2(u,v), z=gs3(u,v), (u,v) €A,
unde A C IR? este un domeniu compact, adicd o multime compacta cu ﬁ domeniu (deschis
gl conex), cu ¢y, s, @3 functii continue pe A.

Suprafata ¥ se numeste simpla (inchisa) daca exista o aplicatie @ : E — A, d(t, s) =
= (ay(t,s), as(t, s)) bijectiva si bicontinua (& si inversa sa sunt continue) astfel incat
suprafata S de ecuatii:

(E): z=@1(ts), y=da(t,s), 2= @alt,s), (t,s)€E,
unde ¢1(t,5) = @1(ai(t, s), aa(t, 5)), Ga(t, s) = a(an(t, s), aa(t, 5)), @s(t, s) =
= p3(ay(t, s), as(t, s)), este simpla (respectiv inchisd) in sensul definitiei de mai sus.

Suprafata 3 se numeste neteda daca ¢y, s, 3 au derivate partiale de ordinul intai
continue pe A, adica 1, @9, 03 € C'(A). Suprafata netedd 3 se numeste regulatd daca

AP+ B2+ 0?50, V(u0) €A, unde A = 2F2%0) g Dlene) - Dlonvo)
D(u,v) D(u,v) D(u,v)

Punctele suprafetei care satisfac inegalitatea de mai sus se numesc puncte ordinare. Deci
o suprafata regulata este formata din puncte ordinare. Suprafata ¥ se numeste neteda
(regulatd) pe portiuni dacd 3 o diviziune (A;);_75 a domeniului A a.i. Y|z, este neteda
(respectiv regulatd), Vi = 1, n.

Daca suprafata ¥ este data prin ecuatia cartezianda implicita F(x,y,z) = 0, unde
F : D C IR® = IR este continua pe D, atunci ¥ este netedd daca F € C'(D). Daca
in plus VF(x,y,2) # 0, Y (z,y,2) € D suprafata netedi ¥ este regulatd. Daci ecuatia
de mai sus se poate scrie sub forma z = z(x,y) obtinem ecuatia carteziana explicita a
suprafetei 3.

Vectorul normal N la suprafata neteda si regulata ¥ intr-un punct al ei este:

. . S - N
- N=Ai+ Bj+ Ck =1, x 1, cu versorul 7 = 5 ﬂH, under—<,012+g02j+<,03k

in cazul in care ¥ este data prin ecuatiile parametrice © = ¢1(u,v), y = @s(u,v), z =

=s03(u v)'
OF- OF- OF-

= VF = s 1+ 5 —7 + a—k cu versorul 7, in cazul in care Y este data prin
Y

ecuatia carteziana implicita F'(z,y, z) = 0;
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- N = —pi—qj+k cu versorul 77, in cazul in care ¥ este data prin ecuatia carteziana
0z 0z

explicita z = z(x,y), unde p = ek 9

O suprafata neteda si regulata 3 se numeste cu doud fefe daca pentru orice punct M
interior lui ¥, 7i(M) depinde continuu de M. Daca exista cel putin un punct Ag interior
lui ¥ a.i. 7(Ap) nu depinde continuu de Ay atunci suprafata se numeste cu o singura fatd.
O suprafata cu doua fete se numeste orientabila, iar procesul de alegere a unei fete pe
care o numim pozitiva (cealalta se numeste negativa) se numeste orientarea suprafetei. Se
considera fafa pozitiva a suprafetei cea pentru care cosy > 0, unde 7 = cos o + cos 63+
~+ cos 7E .

Pentru ecuatiile carteziene gi/sau parametrice ale principalelor curbe si suprafete care
vor aparea pe parcursul culegerii vezi Anexa.

Integrale curbilinii de primul tip (sau de prima specie)

Fie ' =AB o curbi rectificabila, data prin ecuatiile:

) : z=9@), y=1v(t), z=x(), te€lab]
iar F': D C IR* = IR o functie definitd pe un domeniu D care contine curba AB.

Functia F' este integrabila pe I' daca 3 si este finita limita sumelor integrale:

n-1 n-1
Op = Z F(P)o; = Z F(p(ri), (i), x(73)) - oi,

cand norma A\ a dizv_ioziunii T Aoz_zo A, Ay,..., A, = B a curbei I tinde la 0 si aceasta

limita este independenta de diviziunea 7 si de alegerea punctelor intermediare P, EAZ'ZZ'H,

Pi(o(13),¢(7), x(1%)),i=0,n — 1, unde A = max o; si 0; = L(AiEH_l), i=0,n—1.

i=0,n—1

Daca F' este integrabila pe I atunci I = /l\im o, se numeste integrala curbilinie in
—0

raport cu lungimea arcului sau integrala curbilinie de primul tip (sau de prima specie) a

functiei ' pe T" si se noteaza / F(z,y,2)ds.

Proprietati. a) Daca F, G :FD C IR* — IR sunt integrabile pe I' (I" curba rectificabils,
continutd in D), deci 3 / F(z,y,2z)dssi3 / G(z,y,z)ds,iar A\, p € IR atunci gi \F 4+ uG
este integrabila pe I gi: ' '

/()\F(x, y,z2) + pG(x,y, 2)) ds = )\/ F(z,y,z)ds+ u/ G(z,y, z)ds.

b) Fie IF‘: I'ul'y, I'y, I's curbe rectiﬁcabrile, iar I': D C ZR3F—> IR este integrabila

pe I' (T continuta in D). Atunci F este integrabila pe I'y §i pe 'y si in plus:
/FF(x,y,z)ds:/F F(:E,y,z)ds—i-/F F(z,y,z)ds.
Teorema 4.1.2. Daca Fl este o curba rectiﬁcabilé, iar F : D C IR* = IR este o

functie continud pe domeniul D care contine pe I atunci 3 / F(z,y,2)ds.
r
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Teorema 4.1.3. Daca I este o curba neteda de ecuatii x = ¢(t), y = 1(t), z = x(¢),
t € la,b],iar F: D C IR? — IR este o functie continui pe domeniul D care contine pe T,
atunci F este integrabila pe Fbgi:
[ F(y.2)ds = [ Fle@), v x0) (¢ (0) + @0 + (¢ (1) dt.

Teorema de mai sus este adevarata si pentru [ neteda pe portiuni.

Daca parametrul ¢ pe curba I' =AB este parametrul natural s, adica AB are ecuatiile

parametrice z = z(s), y =y(s), z = 2(s), s €10,S5], iar A(s =0), B(s = S) atunci:
/AAB F(z,y,2)ds = /US F(z(s),y(s), 2(s)) ds.

Valoarea integralei nu depinde de orientarea curbei I' —AB.

Aplicatiile integralei curbilinii de primul tip in mecanica

1. Daca o = o(z,y, 2) este densitatea liniara in punctul (z,y, 2) al curbei ', masa
curbei T este M = / o(z,y, z) ds.

2. Coordonatele Eentruluz’ de greutate G(xq, Yo, 20) ale acestei curbe I' se exprima prin
formulele:

1 1 1

g = M/F:r-g(:c,y,z)ds, Yo = M/Fy-g(:c,y,z)ds, 20 = M/Fz-g(:c,y,z)ds.

3. Momentele de inertie ale curbei I' in raport cu un plan «, o dreapta d sau un punct
P este integrala I = /r2 dm, unde dm = p(x,y, z) ds, iar r este distanta punctului
curent (z,y, z) al curbeirla planul «, dreapta d, respectiv punctul P.

Momentele de inertie planare in raport cu planele de coordonate sunt:

L= [ #dm= [320) - olo(t), 60 x(0) O + W02+ ()2 dr,

I, Z/ZEQ dm, I, :/dem.
r r

Momentele de inertie in raport cu axele de coordonate, numite momente de inertie
azriale sunt:
Ly = /(y2 +2°)dm = L. + Loy, Iy = /(x2 +2%) dm = I, + Iy,
r r
I, = /(x2 +y*)dm = I, + I..
r
Momentul de inertie in raport cu originea sistemului de axe, numit moment de inertie

central este:
Iy = /F(:z:2 +y? 4+ 22 dm = Iy + I, + L,

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze lungimile urmatoarele arce de curba I" plane:
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a) r = a(t —sint), y=a(l —cost), t€[0,2n], a> 0, (cicloida);

a+b a-+b

b
t, y=(a+b)sint—bsin T

t, te l—,tU]; to €
a

b) x = (a+ b) cost — bcos

3

a a

b 27b
c lﬂ_ i] : a, b> 0, (arcul epicicloidei);

2
x
c)y=Inz — R care se proiecteaza pe axa Oz in intervalul [2, 5].

d)ay* =2 delaz=alaxz =0, (0<a<b), (arcul parabolei semicubice);
2\ g\ 23
Y (5 21, b0

f (x% +y?)? = a*(z® — y?), a >0, (lemniscata);

g)r=e", a>0,dela O(r=0) la punctul M(rg, ¢o), (arcul spiralei logaritmica).
Rezolvare. Curbele date sunt netede pe portiuni.

a) Avem: 2'(t) = a(l — cost), y'(t) = asint. Apoi:

t
ds? = a*(1 — 2cost + cos®t + sin? t) dt* = 2a2(1 — cost) dt* = 4a? sin® 3 dt?.

27 t 1127
Atunci L(T) :/ 2asin — dt = —4acos =| = 8a.
0 2 2o
b) Avem:
b b b
:r’(t):—(a+b)sint+b-a2_ sinaz t:—(a+b)sint+(a+b)sina+ t,
b b b
y’(t):(a—i-b)cost—b-a_b'— cosa_;)— t:(a+b)cost—(a—i—b)cosa+ t.
Rezulta:
b b b
ds®> = (a +b)? lsin2t+sin2a+ t—2sint-sin “ 0t 4 cos?t + cos? L Up
b b
—2costcosa2_ t] dt* = (a +b)? <2—2(:os (%t—t)) dt* = (a+b)*-2(1—
— cos %t) dt? = 4(a + b)? sin® ;—z dt?.
t t 2b t|to 4h
Deci L(F):/7r:/a2(a+b)sing—bdt:—2(a+b)-Ecos;—bﬂb/a:—z(a—i—b)x
ato ™ . 4b ato . 4b Clt[]
X (cos%—cos§> = a(a—i—b)cos 5 = a(a—i—b) cos 77 |-

Pentru a = b obtinem cardioida x = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin2t), cu

to
cos —
2

lungimea 8a
¢) Pentru o curba pland datd in mod explicit y = f(z), f € C', ds* = (1+
+(f!(2))?) da?, iar L(T) :/ ds. Avem:
T1
2

1 z\? 1 1 =z 1 1 z?
ds? = |1 (———) di? =1+ = -+ 2 )d?= (24 =+ 2 ) da? =
§ [Jr z 14 ] ! (+x2 2+16> ! <2+x2+16> !
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, 51 z?
iar L(F)—/2 <Z+;> d:v—<§+lnx>

b3
d) Ecuatiile parametrice ale curbei T’ sunt: x = vat2, y=1t, t¢€ [a, —] )

5 21+1 5}
- — n-—.
2 8 2

a

1 2at 1 2
Avem: 2'(t) = 5(2at)(at2)_2/3 = % T § } %, iar y'(t) = 1. Deci ds? =
4 2 b
= (§ ’ j_? + 1) dt?, iar L(T) = /\/_ 9 \/ —|— 1dt. Pentru a calcula aceasta
a2 a 3a
integrali facem schimbarea de variabila {/ — = u? =t = —, lar dt = —— du. Obtinem
ud
a
u:\?/;,t—aiu—l t—b\/7:>u—\/7 Deci:
[4 1 /4
/\/_ —u? —du—3a/ — —u? + 1 du.
VEu 9
3
Notam 3u =v=>u= 2v du = —dv Rezulta:
16 3 8a [3 241
L) =3a [’ 4\/1)2+1-—dv=—a -’ v4+ dv
2,/% 8lv 2 9 /25 v
. 1 1
In continuare facem schimbarea de variabila — =z = v = —, dv = —— dz. Deci:
v x x
8a [3ViV1+22 1 8a [3Va
L) = E“ 32f7+1x — dr = g 32\/_95 Va? + 1dz.
2 Togr X

Calculam mai intai integrala nedefinita:

]:/:c\/md:c: \(/22: /\/3727 +/\/%d:c—

) dr + Va2 +1=2*Va2 + —/2:0 Va2 4+ ldr + Va2 +1 = (2?

+1)\/ +1-2I
1
Deci I = g(:c +1)¥2 4, iar
8a 1 SVE 8alf9 b N\ o9 \¥2
L(T)=—" 2 13/2 - - = 1 —<— 1) =
=3 3@+, 27[(4 a+> 17
_8a [(96+4a)3/2 — (13@)3/2] 1

8a3/2 " 27/a
e) Ecuatiile parametrice ale curbei I' sunt z = acos®t, y = bsin*t, t € [0, 27].

(95 + 4a)*? — (130)*?).

Avem:
ds? = [(—3acos® t-sint)?+ (3bsin®t-cos t)?] dt? = 9sin® t cos® t(a® cos? t+b? sin® t) dt>.
Rezulta astfel:
2 /2
L(T) = / 3| sintcost|-\/a2 cos2t + b2sin®t dt = 12 / sin ¢ cos t-\/a2 cos2t + b2 sin® ¢ dt.
0 0
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Pentru calculul ultimei integrale facem schimbarea de variabila tgt = u. Obtinem:

oo 1 2 d 0o 2 4 242
-2 [ J B Ty A LT
0 1+ u? 1+u? 1+u? o (14 u?)5/?
VaZ + b2
Notam u? = v. Deci = 6/ ot
1+0v) 5/2
. 2 2 2 _ 2
In continuare facem schimbarea de variabila Hu = =uv= u, iar
1+wv b? — x?
2z(b? — a?) : y
dv = Wd:ﬁ. Pentru v = 0 = x = a, iar pentru v — o0 = = — b. Rezulta
-
atunci: v : , A
T 22(b* — a
L(T) =6 S d:r::12/ dx = (B — a®) =
a (1 4 ’551;15)2 (b2 — 22)? o b2 —a? b — a?

4(a® + ab + b?)
a+b '
Pentru a = b deducem ci lungimea astroidei 2%/3 + 32/ = a?/3 este L(TI') = 6a.

f) Pentru a gisi o parametrizare a lemniscatei (vezi Figura 4.1.1) notdm y = x tg ¢.

y
@)
- a X
Figura 4.1.1
Introducand aceasta relatie in ecuatia curbei obtinem x = acosy - y/cos 2y, cu

cos2p > 0& ¢ € {0, ﬂ U PTW’ %”] U [%,2#], iar y = asin @ - \/cos 2¢p.
Deoarece lemnlscata este simetrica fat;a de axele Oz si Oy putem scrie atunci ca:

_4/ \/:c’ ()2 de.

Avem:
) —2sin2¢  —asin3p
"(¢) = —as -+ \/cos2¢p + acos @ - =
() e P TacoRY g Joos 2¢ cos 2¢

) —2sin2p  acos3p

!

— . 2 . e .
y' () = acos g - /cos2¢ + asinp NGNS

Rezulta astfel

4 / a2 sin? 3 + a? cos? 3<p

4 /
\/€os 2¢ “ \/COSQ

i / V14 u? / w=t g /1 dt
= = = Qa _— =
\/1—u2 1+u2 1—u4 0 2v/t-v/1— 12
dv
_ —1/2 . o 1/2 t = —1/4 . - —1/2 . —
= 2a/0 t tH~V2 dt 2a/ (1—v) Y

tg p=u
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1 11
= a/ v (1 —v) 2 dv=aB (—, —).
0 4" 2
g) Pentru o curbi pland data in coordonate polare r=r(¢), r € C', ds=+/r2+r?dyp

P2
i L(T) = ds. Avem aici r' = ae®, ds = /e?*¥ + a?e*%¥ dp = e"? - \/1+ a? dgp.

P1
» ]_ 2 ©o A /1 2 1 2
Deci L(F) — / 0 ¥ /1 + aQ d(p — ﬁea@ — ﬁea(po _ vV1i+a ro,
- a —00 a a
(O(p = —ox)).

2. Sa se afle lungimea elipsei de axe 2a i 2b dezvoltand in serie dupa puterile

o C e oy c
crescatoare ale excentricitatii e = —.
a

2 2
Rezolvare. Ecuatia elipsei de semiaxe a si b este — + 7 1 = 0, iar ecuatiile
a

parametrice ale ei sunt = = acost, y = bsint, ¢ € [0,2n]. Deci z'(t) = —asint, y'(t) =
= bcost. Rezulta atunci ca:
2w 2w
L) = / \/a2 sin?t + b2 cos? t dt = / \/a2 sin?t + (a2 — ¢2) cos? t dt =
0 0

27 2m w/2
:/ \/a2—c20082tdt:a/ \/1—620082tdt:4a/ V1 —e2cos?tdt =
0 oo 0 0
:4a/ \/1 — e2sin®t dt.
0

Folosim dezvoltarea in serie de puteri a functiei v/1 — 22 (vezi {Capitolul 2, §3, Pro-
blema 15}):

1 1 1-3 1-3-5---(2n— 3)
Jl— 2 —1— 2 _ 4_ 6_..._ m_
==l — " ~ 3 g” 2 .l o =L
Avem:
1 1-3 1-3-5---(2n—-3
1—e2sin’t=1— e?sin’t— etsint t— eSsinbt—. .. — (2n )><
21! 22 .91 23 . 3! 2n . pl

xe2gin®t — - - -,
Rezulta astfel/: , / ) )
/2 /2 /2
L(T) = 4a/ V1—e2sin? ¢ dt = 4a [g - %/ sin? ¢ df — 226 - / sint ¢ df—
0 10 J0 40 JO

1-3 /2 9 21 ot
B 6/ sinﬁtdt__,_]:4alf_ € / &dt_
0 0

93 . 3/° 2 21! 2

e /W/2 (1 — cos 2t)? g L3 /W/2 (1 —cos2t)? P

222! Jo 4 23.31" Jo 8

o | e 1 7 e <1 7T+1 7T> 1-3 6(1 7r+3 7r>

—4q|l- - — = = — —— [ — - — — . — ) = e — . — _— e — | — .| =
2 2.1 2 2 22.21\4 2 8 2 23 . 3! 8§ 2 16 2
T 1, 3et 3e% -5 e 12-3 ,

:4”5[1_22-1!6 _22-2!-23_23-3!-16_”']:2m<1_¥_22-426_

12'32'5 6

T2eet

3. Sa se calculeze lungimile arcelor curbelor strambe I':
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a)x—acost y=asint, z=he", te€l0,2n],a>0, be R*, he R.

=3

)z =ae 'cost, y=ae tsint, z:be_t, intret=0gt=o00,a, b€ R.

c) 3t, y=3t2, z=2t3 dela 0(0,0,0) la A(3,3,2).

&

d) 22 + y? = ez, g:tgE de la O(0,0,0) la A(zo, yo, 20); ¢, 20 > 0.
x
)y—aarcsmg, Z_4lna—|—x de la O(0,0,0) la A(zo, yo, 20); a, xg > 0.

Rezolvare. Curbele sunt netede (x, y, z € C'), deci:

ds = /(@'(1))? + (y'(1)? + (' (1)) dt.
a) Avem z2'(t) = —asint, y'(t) = acost, 2'(t) = hbe’. Deci:
ds? = (a?sin®t + a? cos? t + h2b%e?!) dt? = (a? + h2b2 2“) dt?, iar:

T Zﬂb Zﬂ'b
/2 \/ a2 + h2b2e2bt Jt etl=u / Va2 + h2b2y2 - b / a? + h21)2u2
u
Calculam integrala nedefinita:
/ R /a2 + h2bh2q,2 p a + h2b2 2 a2 p N
—du = u
u uva® + thQUQ uva® + h?b*u*

1_,
u

a? + h2h?u? =

U a’ dv
+h2b2/—du:/ ==+
Va? + h2b?u? 1. /a2 + h2p2-L v?

2
- % 2 spozvese [ 4 2 2020,2 —

/\/mdv+\/a F R /\/md:wr @ + BB =
= —aln (v + Va2 + h2b?) + Va2 + h22u?2 + C "=" —aln (av + Va2v? + h2b?)+

_1 2
24 2202 +C =" —aln (9+\/a—2+h2b2) +Va2+ 222 +C =
u u

a? + h2b2u?

:—a]na+ +Va? + h2b?u? 4 C.
Uu

Rezulta astfel:

) = 3 [an ST ][ g e R
+va? + h2b2etm — /a2 + h2D2.
b) Avem:
7'(t) = —ae"tcost — ae~lsint, y'(t) = —aesint +ae"tcost, 2'(t) = —be 7t
Deci:

ds= \/aQe*Qt(cos2 t+sin®t+2sint cost)+a2e 2 (sin® t+cos? t—2sint cost) +b2e 2 dt =
= 2a2e "2 + b2e 2t dt = e~ t\/2a2 + b2 dt.

Rezulta L(T) = /Oo ds = \/m/oo e~tdt = v2a? + b2

¢) Avem ds = \/90+ 3612 + 36t* dt = ?0>(1 + 2t2) dt. Deci:
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L 263\ |1
L(F):/ 3 +260dt=3(1+=]| =5.
0 0
(Ot =0), Alt=1)).
d) Scriem ecuatiile curbei sub forma:
<x>2+<y>2 x = \/czcost T = cv/tcost
=c
y\/E ; vz = y=/ezsint =1 y=c\tsint
s 2= tc z=ct, te0,2],
(Ot =0), Alt==2)).
c c
Avem z'(t) = —=cost — cVtsint, y'(t) = —=sint + cv/tcost, 2'(t) =ec.
=57 V=55 g
Apoi:
L o 2 : Lo 2 :
ds =c 17 58 t+tsin t—smtcost—i-ﬂsm t+tcos“t+sintcost + 1dt =
1 c(1+2t)
=y -+t 1dt= =2 dt.
VNV 21/t
zo/c 2t) 4 zo/c
Deci L(F):/0 C( + ) gt = / 1/2+2t1/2)dt:5<2t1/2+—t3/2> -
0 2 2 3 0
/ 2 / 2 2
2c 2z [Z0 zo< zo)z 706<1+ﬁ>‘
3c .
e) Parametrizam curba astfel z = at, y = aarcsint, z = 4ln 1——|_-t’ (|t| < 1), unde

T
parametrul ¢ parcurge intervalul [0, #], t¢ = — fiind parametrul corespunzator punctului
a

A, cu conditia zq < a. Avem:

2(t) = a, y'(t) = \/%_t? J(t) = ﬁ

Rezulta: : 2)
1 1 a a(3 — 2t
ds = 1 dt = ——(3 =2t} dt = ———L (1.

i “\/ et T e ) 2(1— 1)
tog 3 — 2t? to a. 1—th a. 1—tg

Deci L(I') = — - dt =at| ——-In——| =aty— -1 =
e LD =) 3 7% o T M Tl T T A T g

:xo——lna_x[]:xg—zo.
4 a+ g

4. Sa se arate ca urmatoarele curbe de ecuatii parametrice:
0 { x(t) = £f/(8) = (1) + (1)
y(t) = f'(t) =t (t) + ¢(t), t € [t1, 1],
) { x(t) = tf'(t) = f(t) = ¢'(1)
y(t) = f'(t) + 1 (t) — (1), t € [t 1]

au aceeasi lungime, oricare ar fi functiile f si ¢

~—  ~—

Rezolvare. Pentru curba I' avem:

2'(t) = f1() + 1" () = /(1) + (1) = £17(1) + (D),
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y'(t) = f"(t) = &'(t) = t" () + ¢'(t) = f7(t) — " (2).
Deci:

:/tltvﬁ(f "))+ (" () + 2L ()" (8) + (f7(£))2 42 (0" (1)) = 2" (1) 0" (¢) lt =
:/:V’f2<<f”<f>>2+<s0"<t>>2>+<<f"<t>>2 dt_/tl\/ 1)+ (" ()2 - VP dt.

Pentru IV avem:
a'(t) = f'(t) + (1) = f1(t) — " (t) = tf"(t) — " (D),
y'(t) = f"(t) + (1) + 1" (8) — (1) = [ () + 1" (D).
Deci:
F’)Z/:\/t2(f”(t))2+(w”(t))Q—2tf”(t) OO O 20 0 1) di=

[ RO GO 0T T = O

Rezulta ca L(T) = L(I"), adica cele doua curbe au aceeasi lunglme , oricare ar fi

functiile f si ¢
5. In ce caz se poate afla cu ajutorul functiilor elementare lungimea arcului curbei

m+n

de ecuatie y=2x"n .

Rezolvare. Avem ¢'(z) = (1 + @> xn. Deci lungimea arcului de curbd dati
n

pentru z € [z, x5 este:

- 2 A 2 2_m1/2
/ 1+ 1+ :cnd:v:/ 1+<1+—> T dz.
X1 n

2 1
Am obtinut o integrala binoma cu m =0, 7 = om sip= 5 (vezi {Capitolul 1, §1}).
n

Doarece p ¢ Z, singurele cazuri in care integrala se poate calcula cu ajutorul functiilor

elementare sunt:

m+1 n m—+1 1

— €/ = — € 7 sau 7+p€Z:>—+—€Z
n 2m n 2m 2

6. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de primul tip:

= t t : t
a) /($2 +y%)ds, unde (I): { © a(cost +¢sint)
r y =a(sint — tcost), t € [0,2n], (a>0).

=1In (1 +¢
b) /ye_x ds, unde (T): 7 =In( )
r y=2arctgt —t, t€[0,1].
c) /(x4/3 +y*3)ds, unde T este astroida z2/3 4+ 3?3 = a®3, a > 0.
r

d/\/2 2ds, unde () : 22+y2=az, a> 0.
)Fx+ysune()x+y ar, a

e) /(x +y)ds, unde I este triunghiul cu varfurile O(0,0), A(1,0) si B(0,1).
T

Rezolvare. Curbele de mai sus sunt netede pe portiuni, iar functiile de sub semnul

integrala sunt continue pe IR?.
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a) Avem 2'(t) = atcost, y'(t) = atsint, ds = atdt. Deci:
2T
I= / [a*(cos®t + t*sin®t + 2t sint cost + sin®t + t* cos® t — 2tsintcost)] - at dt =
0

2w t2 t4 2
= a3/ (1+#*)tdt = a® (5 + Z) = 2a’(1 + 27%)7°
0

0

2t 1—¢? 4¢* (1—1t%)?
b) A "(t t ——, lar ds = dt = dt.
) Avem 2'(t) = T y'(t) = [ 2 Jar ds \/(1—|—t2)2+(1+t2)2
Rezulta:
1 > 1 2arctgt —t 1 1
_ —In(1+t _ _ 2 N
I_/O (2arctgt — t) - e~ )dt_/o Tcht_(aurctgt) —iln(l—i-t)‘o—
2 /3.
=3

c¢) Ecuatiile parametrice ale astroidei sunt z = acos®t, y = asin®t, t € [0, 27].

Deci a'(t) = —3acos?tsint, y'(t) = 3asin®tcost, iar:

ds = V/9a2 cos? tsin? t + 9a2sin? ¢ cos? ¢ dt = 3al sint cost| dt.
Rezulta:
2 /2
I= / a*/3(cos* t+sin* t) - 3a|sint cos t| dt = 3/ a’/3(cos" t+sin’ t) sin t cos t dt—
0 0

™ 37 /2
-3 a”3(cos* t +sin* t) sint cost dt + 3 / a3 (cos* t + sin® t) sin t cos t dt—
/2 ™

27
-3 / a3 (cos* t + sin? t) sint cos t dt.
3m/2
Calculam integrala nedefinita:

1 1 1 1 1 1
I, = / (1 — —sin22t> . Z5in2tdt = / <— + —cos22t> - —sin 2t dt = —= (cos 2t+
2 2 2 2 2 8
1
+§ cos® 2t> +C.
Deci:

1 1 /2
I=3a"3 [—g (cos 2t + 3 cos® 2t>

+1< 2t+1 32t>
— | COS — COS
0 8 3

2
] = 4a"/3,

3m/2

™

L cos2t4
— —( COS
8

w/2
1 3m/2
+§ cos® 2t>

1
+ 3 (cos 2 + 3 cos® 2t>

™

N |2

2 a2
d) Scriem ecuatia cercului I' astfel (x — ) +y? — il 0, de unde obtinem para-

. a a a .
metrizarea T = B3 + 5 cos t, y= 5 sin t, t€[0,2n].

Avem 2'(t) = —gsint y'(t) = gcost ds = 2dt deci:

I_/QW\/ Cost> gdt \/_/%\/_

LT t?
— a’sin -

t
cos —‘ dt = cos 3 dt—

- cos—dt—a sin — = 2a°.
2 T 0

e) [ este formati din (1) = (OA) U (AB) U (BO) (vezi Figura 4.1.2), unde:
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=t =1 =0
04): {" (AB): { " (BO): { "
y=20,te0,1]; y=1—t, t€0,1]; y=t, t€l0,1].
AY
B(0,1)
‘X
o) A10)
Figura 4.1.2
Rezulta:

T:/F(a:—l—y)ds:/OA(a:+y)ds+/AB(x—|—y)ds—l—/BO(x—l—y)ds:/Olt-\/1+—Ud7H—

1 1 t21 1 t21
+/ 1-\/1+1dt+/t-\/0+1dt:§ +\/§t‘0+§ — 142
0 0 0 0

7. Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip, luate de-a lungul urmatoarelor

curbe strambe:

r=t
a) /F:ryz ds, unde (') : ¢ y = ¥t3/2
z=1t% te[0,1].

T =acost
b) /F(:c2 +y? + 2%)ds, unde (T) : y =asint
z="0t, t€[0,2n], (a, b€ R).
2,2 52 2
+yt 422 =
c) / z*ds, unde (I) : S
r r+y+2=0, (a>0).
Rezolvare. Curbele sunt netede, iar functiile de sub semnul integrala sunt continue.
a) Avem ds =+/1+2t+12dt = (1+1)dt. Deci:

14/92 1
I = / £ 1972 . (1+t)dt = @ (itll/Q + 3t13/2> — M
o 3 3 \11 13 0 143
b) Avem 2'(t) = —asint, y'(t) =acost, 2'(t) =b, iar ds = Va? + b*> dt. Rezulta:

27 b?t?) 27
I= / (a® + 0*t*)Va? + b2 dt = Va2 + b2 (aQt + T) =Va?+b? (27ra2+
0

8 2
+§7r3b2> %(3@2 + 4726%)V a? + b2,

¢) Scriem ecuatiile carteziene implicite ale curbei I" in felul urméator:

{z:—x—y =Ty

= 2 2 2
222 + 2y + 2zy = a? <x+%> 3%:%.

0

Obtinem astfel parametrizarea:
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a ( 6 2
x+%:ﬁcost x:—%asint+%cost
y\/gzisint =4 y= —asint
2 V2
6 . av/2
z=—-x—y z:—?asmt——cost, t €1[0,2n].
2 6 6
Avem 2'(t) = ———acost — sint, y'(t)zgacost, z'(t):—%acost—i-

2
—i—a sint, iar ds = Va2cos?t + a?sin’tdt = adt.
Rezulta: , ,
2 (6 2 4v/3 ] — 2t
I:/O <%a sin® t + Z OS2t—1—\g_a28intCOSt>adt:%/0 %dt—i—
3 o] 2t 33 20\ 7 a*/t 1 2 a st sin2t\)?
+a—/ Ltcos2t V3 (—COS ) - a—(— - —sin2t> +4 (—+ o )
2 6 2 0 6 \2 4 0 2 \2 4 0
a3 o 2ma’d
+ os2t| =
0 3
a a
8. Sa se calculeze masa arcului curbei (T'): z =at, y= §t2, =3 3 te0,1],

[2
a carei densitate variaza dupa legea p = —y, (a>0).
a
Rezolvare. Avem M = / o(x,y, z)ds. Deoarece x'(t) =a, y'(t)=at, 2'(t) =
r
= at?, iar ds = a\/l + 12 + t4 dt rezulta:
1
\/ a\/1+t2—|—t4dt—a/ W1+ = /\/1+u+u2du—
0

" 3/2
2/\/u+ +d+2ya \/y—i- dy.

Calculam 1ntegrala nedeﬁnita

3
I, —/\/y +a%dy——y\/y + a3 + Uln <y+\/y2+a§>+c, <a0:§>.

Deci:
[, 3 3 [ 3\ |p2 3423
M—4{y Y +4+41n<y+ y2+1) <6\/§—2+31 f).

1/2 " 16 3
9. Sa se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale urmatoarelor arce, avand

densitatea constanta p = pg:

x = a(t —sint) xzetC‘OSt
a) ([) :

b) (T) : y=e'sint
y=a(l—cost), te€[0,7], (a>0); s=el, t € (—00,0]

Rezolvare. a) Avem z'(t) = a(1 — cost), y'(t) = asint, iar:
t
ds = \/aQ(l —cost)? +a?sin®tdt = ay/2 — 2cost dt = 2asin 3 dt.

Deci:



208 Capitolul 4

™

Q0 t t
M:/gods:2ago/ sin — dt = —2apq - 2 cos =
r 0 2 210

iar coordonatele centrului de greutate sunt:
1/ d 1/”(75 int)go - 2asin - dt — “/t ) - sin © dt =
9= — [ xoods = —— | a(t—sin asm — — sin s1n
7 M Jr 2 dapq Jo 2

= 4&@0,

a t AN t a
= — <—2tcos—+4s1n—> - = <cos——cos—> }-—( —s1n
2 2 2) 1o 2Jo 2 2
1 3t”> 4a )
+—sin — 1ar:
3
.t a (™ .t
/ygg (1—Cost)go-2asm§dt:§/ (1—Cost)sm§dt:
0
t 3t 1 tm 1 3t|T
—g —200550—5 ; (—sm§+sm§> dt} ; 2—5-2(:0850—1—500550} =
_da
3 da 4
Deci G(ECL?“
b) Avem 1z'(t) = e'cost — e'sint, y'(t) = e'sint + e’ cost, 2/(t) =€, iar ds =

= et\/3 dt.

Teorema 4.1.3 ramane adevarata si pentru un interval infinit al parametrului ¢ si
anume [a, 00) sau (—oo, b] sau (—oo,0c), daca integrala improprie corespunzitoare este
convergenta. Rezulta: .

M = /FQodS = Qo/_oo\/getdt = \/ggoet‘(ioo = 00V/3,

iar coordonatele centrului de greutate sunt:
1 1 0 0 0
19 = — [ wogds = / el cost - et\/gdt:/ e*costdt = e*sint| —
0 M/F % QU\/g —oc e —o0 ‘700

2
1 1 0 0 2
0
= — / Yoo ds = / etsint - goet\/gdt = / sintdt = —e? cost‘
QO\/_ —00

0 0 0
—2/ e sintdt = 2% COSt‘ - 4/ e?costdt =2 — 4z, deci zg =
— 000 —o0 —00

1
+2/ e* costdt = —1+262ts1nt‘ —4/ e’sintdt = —1 — 4yy, deci yp = —
1
20 = /zgods / egoet\/_dt = _.
M 5 11 90\/_ ‘OO 2
e (%L1
eci £ 5

10. Sa se calculeze momentele de inertie planare, axiale si central pentru arcul de
elice (I'): z =acost, y=asint, z=0bt, t € [0,2n], avand densitatea constanta gy.
Rezolvare. Avem 1/(t) = —asint, y'(t) = acost, 2/(t) =b, iar ds = v a? + b? dt.

Rezulta: \

2w 8
I, = / 2200 ds = gg/ b2V a2 + b2 dt = b*Va? + b2p; - °r
r 0
2w 1 2w
I, = / 1200 ds = go/ a’ cos®t-va2 + b2 dt = a®Va? +b290-§/ (14 cos 2t) dt =
r 0 0
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2 /a2 1 12 in 24\ |2
= %QO <t+SII; > — 1a®Va2 + B,
0

27 1 27
I, = / y20o ds = go/ a?sin? tva? + b2 dt = a®>Va? + b2g, - 5/ (1 —cos2t)dt =
r 0 0
) )
S L R I G

2 2 0
Apoi:

83 9 8m3b? 9
IL=1.+1,,= ?b Va2 + 020y + ma*Va? + b20y = Va2 + b2 3 + ma” |,

873 8m3b?
Iy - Izy + Iyz = bQ\/ a? + bQQU% + 7Ta2\/ a’ + b2QO =va?+ b2QO < 7T3 + 7Ta2>;

I, =1, + Iyz = 27TGQQOV a? + b,
3

8 A2 b?
iar Iy = Iy+1,,+1,, = %bQQO\/a2 + b24271a’ ooV a? + b2 = 2mopV a2 + b2 ( 7T3 + a2>.

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

11. Sa se calculeze lungimile arcelor I' de curba plane:
r = ch?t b r=t—sht-cht
y=2sht, t€ [t,1s]; y=2cht, t€[0,T];

a—>b
x = (a — b)cost + bcos ; t
ﬂb] (arcul hipocicloidei);
)y =

—b
y=(a—0) smt—bsma t,a>b>0,t€l0,—,
a

E, 0 <z <b, (lantisorul);
) r(gp) agp, ¢ €10,27m], a >0, (arcul spiralei lui Arhimede);
) r(¢) = —, ¢ €[, va]; @1, pa >0, (arcul spiralei hiperbolice).

ASEES]

12. Sa se calculeze lungimile arcelor de curba strambe I':
a)r=1t, y=+31 2=21, t €[t ty);
b) © = Rcost, y= Rsint, z=ht, t€[0,2n], R>0, h € R;
¢) # = aektcost, y=acklsint, z=aet, t€0,t], a>0, ke R"
)y = = §x3, de la 0(0,0,0) la A(3,9,18);
e) 2+ y’+ 22 =a® Va?+y?-ch (arctg %) = a, de la punctul A(a,0,0) la punctul
B(xo, Y0, %), a > 0;
f) (@ —y)?=alz+y), 2*—y*=

oL

2*, dela O(0,0,0) la A(zo, Y0, 20), a > 0.

oo | ©o
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13. Sa se demonstreze ca lungimea arcului curbei ale carei ecuatii parametrice se
obtin rezolvand sistemul:
) { xsing +ycosp = f'(¢)
zeosp —ysing = f'(p), ¢ € [p1, 4]
este L(I') = [f(p2) + ["(2)] = [f (1) + ["(1)].

14. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de primul tip:
=a(t —sint
a) / y?ds, unde (T) : 7= af int)
r y =a(l —cost), tel0,2n], (a>0).
b) / zy ds, unde I este arcul hiperbolei z =acht, y=asht, t €[0,t], a > 0.
r

2 2

c) / xy ds, unde I' este arcul din primul cadran al elipsei x_Q + ?Z_Q —1=0,a,b>0.
r a

d) /(m2 +9?) ds, unde T este segmentul de dreaptid AB, A(a,a), B(b,b), b> a.
r
d 1
e) /1" W, unde [ este arcul spiralei hiperbolice r = ; cuprins intre ¢ = /3
st = 2V/2.
15. Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip, luate de-a lungul urmatoarelor

curbe strambe:

a)/zds, unde (I') : z =tcost, y=tsint, z=1t, t €|0,2n].
r

b) /zds, unde I este arcul curbei 2?2 + y? = 22, 42 = ax luat intre punctul
r
0(0,0,0) si punctul A(a, a,ay/2).
16. Sa se calculeze masa curbei (I') : x = acost, y = bsint, t € [0, 27| stiind ca

densitatea liniard a acesteia in punctul (x,y) este o(z,y) = |y

17. Sa se gaseasca masa arcului curbei y = Inx cuprins intre punctele de abscise
x1 §i T, daca densitatea liniara a curbei in fiecare punct este egala cu patratul abscisei
(0=1?).

18. Sa se gaseasca masa arcului lantigsorului y = ach z cuprins intre punctele x =0
si x = a daca densitatea curbei in fiecare punct al ei este insers proportionala cu ordonata
punctului (o = k/y).

19. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al curbei y = ach T intre
A(0,a) si B(b,h), h=y(b), avand densitatea constanta ¢ = gy. !

20. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate, precum gi momentele de inertie

planare, axiale si central pentru conturul alcituit din triunghiul sferic 22 + 3% + 22 = a2,
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x>0, y>0, 2> 0, de densitate o = g,.

§2. INTEGRALE CURBILINII DE AL DOILEA
TIP

Fie I’ —AB o curba data prin ecuatiile:

r=¢(t), y=19(), z2=x(), t €la,] (4.2.1)

si orientatd de la A(t = a) la B(t = b) in sensul de cregtere a parametrului ¢ de la a la b,
iar P: D C IR* - IR o functie definitii pe domeniul D care contine curba AB.
Spunem ca functia P este integrabila pe T' in raport cu x daca exista si este finita

limita sumelor intelgrale: 1

o7 = Z P(M;) (i1 — @) = Z P(o(n), (1), x(1:)) * (T — 23)
cand norma g gzgiviziunii T Ay = j4:,0A1, ..., A, = B tinde la 0 si aceasta limita
este independenta de diviziunea 7 §i de alegerea punctelor intermediare M; EAZZiH,
M;((7:),9(7:), x(7:)), unde:

= max [ A4 Aia|l = \/(«Tz'ﬂ — )% + (Yir1 — ¥i)* + (201 — 2)2,

cu x; = @(t;), yi = ¥(t;), 2z = x(t;) coordonatele punctului 4;, i =0, n.

Daca P este integrabila pe AB in raport cu x atunci I = lir% 0. se numeste integrala
=

~

curbilinie de al doilea tip sau de a doua specie in raport cu x a functiei P pe AB si se
noteaza cu / P(z,y,z)dz.
r

Analog se definesc integrala curbinie de al doilea tip in raport cu y a functiei QQ : D C

C IR - Rpel =AB: / Q(z,y,2)dy si integrala curbilinie de al doilea tip in raport
r
cu z a functiei R: D C IR* — IR pe I =AB: / R(x,y, z)dz.
r

Proprietati a) Daca Py, Py, Q1, Q2, Ri, Ry : D C IR? - IR, T este o curbi continuti

in domeniul D, 3 /Pld:rJrQlderRldz si 3 / Pydz + Qudy + Rydz, iar A, € R
r r
atunci 3 /()\Pl + pPy) dx + (ANQ1 + uQ2) dy + (ARy + pRs) dz i are loc relatia:
r

/F()\Pl + 1Py dz + (AQy + Q) dy + (AR, + puRy) dz = A /F Prde+ Q) dy + Ry dz+

+M/FP2dx+Q2dy+R2dz.
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b) Dacit P, Q,R:DCIR3—>IR,F=F1UF2,F1,FQCDgiEI/de+Qdy+Rdz,
r
atunCiEI/ de+Qdy+Rdz§iE|/ Pdx+ Qdy+ Rdz si in plus:
1N Ty

/FPd:v—i-Qdy—i-Rdz :/F Pd:r:—i—Qdy—i—Rdz—i—/F Pdr+Qdy+ Rz,

Teorema 4.2.1. Daca I 1este o curba 1recti1‘icabilé,2 jar P Q,R: D cCc R - R
(I' C D) sunt functii continue pe domeniul D atunci 3 / Pdr+Qdy+ Rdz.

Teorema 4.2.2. Daca I' este o curba neteda de eafatii (4.2.1),iar P, Q, R: D C
C IR* - IR (I' C D) sunt continue pe domeniul D, atunci P, @ si R sunt integrabile pe
[' in raport cu x, cu y, respectiv cu z si are loc relatia{;

[Py, 2) da+ Qo ) dy + Ry, 2) dz = [ [Plo(8), w0, x(0) - ' ()4
+Q(p(), ¥(t), x(1) - ' (t) + R(e(t), ¥(t), x () - X' (2)] dt.

Teorema ramane adevarata gi pentru I neteda pe portiuni.

Fie campul vectorial ﬁ(f’) = Pi+Qj+ RE, F=axi+y]+ 2k. Se numeste lucrul
mecanic al campului F de-a lungul unei curbe I':

/ F() - di = / Pdr+Qdy+ Rz,
Daca masa punlzitului materiali este m atunci forta care actioneaza asupra punctului este
mF. Daci conturul T este inchis, lucrul mecanic se mai numeste si circulatia campulus F
de-a lungul conturului I'.
Independenta de drum a integralei curbilinii de al doilea tip

Fie D C IR? un domeniu, iar P, Q, R : D — IR functii continue pe D.

Integrala /Pd:c + Qdy + Rdz este independenta de drum pe domeniul D daca
VA, B € Dsi VI, I'y doud curbe simple, rectificabile din D care unesc A si B, are loc
relatia de—i—Qdy+Rdz:/F Pdr+Qdy+ Rdz.

IR}

Integrala /Pd:c + Qdy + Rdz este independenta de drum pe domeniul D daca

pentru orice curba I' simpla, inchisa si rectificabila continuta in D are loc relatia:
/ Pde+Qdy+ Rdz = 0.

Teorema 4.21“.3. Fie D ¢ IR*® un domeniu, iar P, Q, R : D — IR functii continue
pe D. Atunci /Pdm + @ dy + R dz este independenta de drum pe domeniul D daca si
numai daca 3 F' : D — IR diferentiabila pe D astfel incat:

dF (x,y,z) = P(z,y,2)de + Q(z,y,2)dy + R(x,y,z) dz, V(x,y,2) € D.

Deci P:%, Q:8—y’ R:E'

Un domeniu D C IR? se numeste simplu conex daca orice curba simpla, inchisa si

rectificabila inclusa in D poate fi deformata continuu la un punct P € D. Un domeniu
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plan D C IR? este simplu conex daci o dati cu orice curba I' simplé, inchisi si rectificabild
continuta in D si domeniul interior determinat de curba I" este continut in D (din punct
de vedere intuitiv nu are ”gauri”).

Teorema 4.2.4. Fie D un domeniu simplu conex din IR*, P, Q, R : D — IR functii
. . . ., 0P 0Q 0QQ OR OR OP . )
continue care admit derivate partiale —, —, —, —, —, — continue pe D. Atunci
Jdy Ox 0z 0Oy 0Ox 0z
Pdx + Qdy+ Rdz este diferentiala unei functii F' daca si numai daca:
orP _90Q 0Q _O0R OR _ 0P

Oy oz’ 0z Oy dx 0z
Calculul integralei curbilinii de al doilea tip
In cazul Teoremei 4.2.3 daci P(z,y,2)de+Q(z,y, 2) dy+ R(z,y, 2) dz = dF (x,y, 2)

V(z,y,2) € D. (4.2.2)

atunci pentru I’ —ABC D, A(x1,y1,21), B(x2,ys,22) are loc relatia:
/FP(:E, y,z)dr+ Q(x,y,2)dy + R(x,y, z) dz = F(xa,y2, 20) — F(x1,y1, 21).
In cazul Teoremei 4.2.4 functia F' (primitiva) poate fi determinata din formula:
F(z,y,z2) = /I P(t,y,z)dt + yy Q(zo,t, 2) dt + /z R(zo,yo,t)dt  sau
2o 0 20

F(z,y,z2) = /I P(t, yo, 20) dt + /y Q(z,t, 20) dt + /z R(z,y,t) dt,
unde (zo, Yo, 20) esgicoe un punct oarecazoe fixat al domeniiﬁui D.

Din punct de vedere mecanic cazul diferentialei totale corespunde lucrului mecanic
al unei forte care deriva de la un potential.

Tot in cazul Teoremei 4.2.4, daca se demonstreaza relatiile (4.2.2), integrala curbilinie
de al doilea tip se poate calcula alegand drumuri simple: paralele cu Oz sau Oy sau Oz,

drepte, cercuri, elipse, hiperbole incluse in D.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip:

/ 2% dy — y? dx

r b3 4y
parcurs in sens direct trigonometric.

x = a(t—sint)

b) /F(Qa—y) dx + x dy, unde (T) : { v = all — cost), ¢ € [0, 2],

(cicloida) parcursa in sensul cresterii parametrului .

2/3

unde I este arcul 23 4 y*/® = a*? cuprins in primul cadran si

dx
c) / — — 2z dy, unde T este semicercul 22 + y?> — 22 = 0, y > 0, parcurs in sens
r oy

direct trigonometric.
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d 2 2
d) / —y, unde I" este arcul elipsei T + Y__1=0intre punctele A(3,0) si B(0,2)
rr—+3 9 4

parcurs in sens direct trigonometric.

xdy —ydx
e) / A , b —ac <0, unde I este cercul 22 +y? = R? parcurs in sens
r ar? + 2bxy + cy?
direct trigonometric.
f) /(ac2 —y?) dz + 22y dy, unde T este arcul de curbi y = 2" cuprins intre punctele
r
0(0,0) si A(1,1) si parcurs in sens direct trigonometric.
Rezolvare. Curbele de mai sus sunt netede, iar functiile de sub semnul integrala
sunt continue pe domeniul lor de definitie.

, (vezi Figura

T
a) Curba I' are parametrizarea: = = acos®t, y = asin®t, t € [U, 5
4.2.1). Rezulta:
I /W/2 a?cos®t-3asin?tcost + a?sin®t - 3a cos? tsint
—Jo a®/3 cos® t + a®/3 sin® ¢

x ) 5 T ™
=3a'* | 2 sinbeos” Heos™t +sintd) §a4/3/ ” gin? 2t dt §a“/?’/ -
0 sin® t + cos® t 4 0 8 0

dt =

w/2 37ra4/3

3a"/? 1
—cosdt) dt = a8 (t 7 sin 4t>

0 16

y
5 la y A

r

Xe 2al-————= > T

a X at— |
0 A | | X
(@) a(g_” Ta 2Tta
Figura 4.2.1 Figura 4.2.2

b) Pentru I' (vezi Figura 4.2.2) data in Problema, avem:

2m 2m
I=[ {[2a—a(l—cost)]-a(l—cost)+a(t—sint) asint} dt = a2/ (1 — cos® t+
0 0

27 2w 2w
+tsint —sin?t) dt = a2/ tsintdt = —a’t cost‘o + a® Sint‘0 = —27ma’.
0
c¢) Scriem pe T astfel (z —1)>+y?—1=0, y > 0, de unde rezulta parametrizarea
r=14cost, y=sint, t€[0,n], (vezi Figura 4.2.3).
Obtinem astfel:
T [—sint u t
I:/ _ — 2(1—|—Cost)-cost} dt:/ <—1—2(:os—-cost> dt =
0 sin ¢ 0 2
/”( 3t+ t)dt (2,3t+2, t)” <4+>
= -7 — COS — + Cos — = —m — | =sin — sin — =—|=-+mx].
0 2 2 3 2 2/ lo 3

d) Avem (I'): z =3cost, y=2sint, t€ {0, g}, (vezi Figura 4.2.4). Rezulta:
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[— /W/2 2cost / cost

o 3cost+3 3 1+cost ,
1 —
Facem schimbarea de variabila tg 5 =u = cost = 7u2, t =2arctgu, dt=
u
2
=TT du. Obginfm astfel:
1—u
_2 u? / (1 -’ _2 1u2—1du:_gu1+
301-|-}jr“2 1+u2 E] 2(1 —|—u2 3Jo u?+1 3 1o
4 ‘ 1om=2

+§arc gu‘o = .

y A AY

o r B |2
T
> 3 X
O 1 2 0] A
Figura 4.2.3 Figura 4.2.4
) Avem (T') : x = Rcost, y= Rsint, t € [0,27]. Rezulta atunci:

I /27T Rcost(Rcost) — Rsint(—Rsint)
aR? cos?t + 2bR2sint cost + cR2 sin® ¢

27
dh:/
0

dt

acoth+2bsintcost+csin2t:

dt

dt 2w
| ] . -
0 acos?t+2bsintcost +csin®’t  Jr  acos?t 4 2bsintcost + csin?t
Facand in a doua integrala de mai sus schimbarea de variabila 27 — ¢ = u gi revenind

inapoi la notatia variabilei independente ¢, obtinem:
™

dt

Q t
1=/ _ —+ [
J0 acos?t 4+ 2bsintcost + c¢sin t, J0

acos?t — 2bsintcost—i—csin2t;

-~

Iy
Pentru I; avem:

I

dt

[ _/7r2 dt
L acos?t + 2bsintcost + ¢sin®t

Obtinem:

s
v | .
x/2 acos2t 4+ 2bsintcost + csin? ¢
In a doua integrala de mai sus facem schimbarea 7 — ¢t =

v si revenim la notatia t.

dt

w/2 dt
L = / : —- 1
. 0 acos?t 4+ 2bsintcost + csin“t
In mod asemanator rezulta ca:

w/2
/0 acos2t — 2bsintcost + csin®t’

dt

[ w/2 dt
2_/0 acos?t — 2bsintcost + esin’t
Astfel am obtinut ca:

7 2/7r/2 dt +2/ﬂ'/2
" Jo  acos®t+2bsintcost+ csin’t 0

w/2
. | __
0  acost+ 2bsintcost + csin’t

dt

acos?t — 2bsintcost + esin’t’

In integralele de mai sus facem schimbarea de variabila tg¢ = u. Obtinem:



216 Capitolul 4

1_2/00 1 du +2/°° 1 du
T e F bt e, 1w Tl el —ob et T

14+u? 14u? 14+u2 14+u?

o0 du o0 du 2 [oe du 2 [oe du
:2/ 2—+2/ 2—:_/ T*“/ S %, L a
0o cu?+2bu+a o cu*—=2buta cl wr+Zu+% clo ur—-Tu+l
2/00 du +2/°° du 2 c ; u+% °°+

T 2 2 ¢ 2 > ¢ o= T e
O (wrd) e o0 (o) rioE C Veerl
L2 . — 20 2 ™ 2 . b2

- carctg —% | = C—— - arc

¢ Vac— b? g—VaCc—bzo vac—b 2 ac— b? g\/ac—b2 Vac — b2
o7 2 ‘ — 2m (c > 0)

— — —————— . arc¢ — ,C .

2 Vac— b? g\/ac—b2 Vac — b2

f) Avem (I'): z=t, y=1", te€[0,1]. Rezultd atunci:
1 1 3 2n+1
]:/Kﬂ‘i%f1+2ﬁf“nﬂqhﬁ=/ﬁ2—ﬂ"+2m%)ﬁ:<§~+@n—l) )
0 0
I 2n—-1_  8n-—-2

T3 1l 32+
2. Séje caliculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip:
a) | ai: | y, unde T este patratul cu varfurile A(1,0), B(0,1), C(-1,0), D(0,—1)
r x|+ |y
parcurs in sens direct trigonometric.

b) / xdy —ydz, unde I este determinat de curbele 22 +y? =4, y = 23, y =
r

T
Y
V3

x > 0 si parcurs in sens direct trigonometric.

c) / :1:+y(x dr — ydy), unde T este determinat de curbele 22 + y? = 1, y = 0,
re—uy

y=x-tga, a< %, x > 0 si parcurs in sens direct trigonometric.

Rezolvare. Curbele de mai sus sunt netede pe portiuni, iar functiile de sub semnul
integrala sunt continue.

a) Curba I' este patratul ABCD (vezi Figura 4.2.5), adica (I') = (AB) U (BC) U
(CD) U (DA), unde:

mm;{x:t (Bm;{x:t

y=1—1t, tel[l,0], y=1+t tel0,—1],

T =1

=1
g (DA) :
y=—1—t te[-1,0], y=t—1, te0,1].

(CD) : {

Rezultoéz : . )
= th_,_/ &dt—i—/ th_,_/ Mdtzg‘
1 t+(1—1) o —t+1+t -1 —t+1+t o t+1—1t
b) Avem (T') = (OA) U (AB) U (BO) (vezi Figura 4.2.6), unde:
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D,
A5 vr A
2 B‘\ /ﬂ@
< = NN
“/ 1 XA
»X v |
o 1 32

Figura 4.2.5 Figura 4.2.6

rx =1t ) xr = 2cost
OA): t B) :
(04) y=—, te0,V3], (48) y = 2sint, te[%,g},

V3, te1,0].

Rezulta:

I el N [ 9 9 ssint)di+ [ (t-V3
= t— — —- t+/ cost-2cost+2sint-2sint t+/ t- —
J, ( BB > s | Jat+ |

2

3
¢) Aici (I') = (OA) U (AB) U (BO) (vezi Figura 4.2.7), unde:
T =1 T = cost
(OA) : (AB) : '
y=0, tel0,1], y =sint, t € [0,q],
r=t
(BO) :
y=t-tga, t€ [cosa,0).
YA
e
q/*
B
>
O o \A X
— 1
Figura 4.2.7
Rezulta:
L o t int
I:/ —(t-l—O-O)dt+/ m-(—Costsint—sintcost)dt—|—
0 t—Ett tg " COSt_Smlt cost +sint
. o «Q
—(t-1—t-t -t dtz——/ —————— -sin 2t dt
+/cosat—t-tga( ga-tga) 2 0 cost—sint S +
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0 1 cos? o @ cos? t + sint + sin 2t
1+t 2-/ tdt == — (1+tga)?- —/ -sin 2t dt =
+( + ga) cos o 2 ( + gOé) ) 0 COSQt—SiH2t St
1 1 9 @ sin 2t @ sin” 2¢ 1 1 1
= — — —(si - dt—/ dt = - — —(1+sin2 -1 200—
5 2(s1no¢+coso¢) /0 os 0L Mvers 5 2( + sin 04)+2 1 cos 2
a  dt 1 . a 1 a (dt
—/ +—s1n2t‘ :—lncos2a—/ )
0 cos2t 2 0 2 0 cos2t
Pentru ultima integrala de mai sus avem:
7 /0‘ dt tgt—u/tga1+u2 du 11 u—1]|9« 1. 1-tga
= = . =——1In =——In—>"—.
! 0 cos2t 0o 1—wu?2 1+u? 2 u+11lo 2 l14+tga
Deci:

1 1. 1—¢ 1 1—-t 2
I=Zlncos20+-ln— 2% == nﬂ = In (cos a — sin ).

2 2 l1l+tga 2 1+tg*a
3. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii luate de-a lungul curbelor strambe:
2+ Y’ + 22 = a?
2> +y? =azx, z>0,
(a > 0) parcursa in sens direct trigonometric daca privim dinspre partea pozitiva a axei
Oz.

b) /(y2 — 2 dx + 2yzdy — 2% dz, unde () : x =t y=1>, 2z =1 t € [0,1],

r

parcursa in sensul cresterii parametrului ¢.

a) / y? de+2? dy+2? dz, unde T este curba lui Viviani, adica {
r

22+ y? + 2% = a?
y=z-tga, 0 <a<m,
parcurs in sens direct trigonometric daca privim dinspre partea pozitiva a axei Ox.

c) /(?J‘Z) dx+(z—x) dy+(x—y) dz, unde T este cercul: {
r

Rezolvare. a) T este curba de intersectie dintre sfera de ecuatie 2 + y? + 2% = a? si
2

cilindrul de ecuatie (x - g)Q +y? = az’ situatd in semispatiul z > 0 (vezi Figura 4.2.8).
Pentru a determina o parametrizare a curbei folosim coordonatele cilindrice x =
=rcosp, y=rsing, z=2z,r € [0,a], p € [0,27). Introduse in ecuatiile curbei, obtinem
r? + 22 = a?, r? = ar cos ¢, de unde rezultd r = acos ¢, z = £/a? — a% cos? ¢

x = acos’yp
Deci (I'): ¢ y=asinpcosyp

z=alsing|, ¢ € [0, g] U [37”,27r] )
Atunci rezulta:

/2
I= / (—a’*sin? ¢ cos® ¢ - 2a cos @ sin p + a? sin® ¢ - a(cos? ¢ — sin? )+
0
2m
+a? cos? p-acos p) dcp+/ ) (—a?sin? ¢ cos? p-2a cos p sin p+a® sin? p-a(cos? p—sin? ) —
3m/2
w/2
—a%cost o - acosp)dp = a® / (—2sin® p cos® ¢ + sin? ¢ cos? p — sin? ¢ + cos® @) dp+
0

2m

+a? / / (—2sin® @ cos® ¢ + sin? p cos?  — sin® p — cos® ) dop.
3m/2

Facand in a doua integrala de mai sus schimbarea 27 — ¢ = u, obtinem:
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w/2 /2
I= 2a3/ (sin? p cos? p — sin ) dp = 2a3/ sin? - cos 2p dy =
0 0
/21 — cos 2 a’ /2 7/2 1 4 cos 4 a3
:2a3/0 %-cosZgodw:EsinZgoo/ —a3/0 %dgp:—%—
a’ . 4 /2 adm
——sin = ——
g 4
A
z
B
/
7 //
L (
2l
— Jay—
N TN
/ y | 1N
U AN 0 N A 15
—\ 1 o
A
\
“
\
\
X
X o
Figura 4.2.8 Figura 4.2.9
b) Avem:

1 1
[:/ [(t4—t6)'1+2t2't3'2t—t2'3t2]dt:/ (t4—t6—|—4t6—3t4)dt:
0 0
o1
0 35

c¢) Curba I este cercul de intersectie dintre sfera 2 +y?+2? = a? cu planul y = z-tg

St 25
- ?t ‘0 B St ‘
(vezi Figura 4.2.9). Folosim si aici coordonatele cilindrice © = rcosg, y = rsing, z = z,
care inlocuite in ecuatiile curbei T' ne dau r2 + 22 = a?, rsing = rcosp - tga, de unde
rezultd tgp = tga, ¢ €1[0,27), deci p = a+kr, 0 < a < .

Pentru B'AB avem ¢ = «a (I'y), iar pentru BA'B" avem ¢ = a + 7 (I'y). Deci
(T) = (1) U (T2), unde:
xr =rcos«a

Yy =rsina

+ pt. AB, rela,0
z=+Va?>—1r% rel0,d /e P i a,0]
\ N\, cu — pt. B'A, rel0al.

(T'y) :
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x =rcos(m+ a) = —rcosa
_ y=rsin(r +a) =—rsina
i () S cu + pt. BA, rel0,d
u : r a
z=4vVa2 -2 rel0,a P -~ ’
\ N, cu — pt. A'B', re€la0]
Rezulta:

0
I:/ {(rsina—\/(ﬂ—r2)cosa—|—(\/a2—7“2—rcosa)sina—i—(rcosa—rsina)x
_/r' a

X —— dr—l—/ rsina + va? —r?)cosa+ (—vVa? —1r?2 —rcosa)sina+
| e [ [irsina s VAT cosa k(- )

/r' a
+(rcosa —rsinq) - ————— dr—l—/ —rsina — va? —1r?) - (—cosa) + (Va2 —r2+
( ) | a4 [ Vi) (~cosa) + (V
— dr+/ —rsina + vVa? — r?2)x
\/CLQ—’I“Q:| a[( )
r
x(—cosa)+ (—va2 —r2+rcosa):-(—sina)+ (—rcosa+rsina) - ————| dr =
(~ cosa) + (—V/a =77+ rcosa) - (sina) + ) s

cosa—sma)
—2/ va r2cosadr—2/ va r2s1nadr+2/ dr+
Va2 —r?

cosa—sma)
+2/ va —r2cosadr—2/ va —r2s1nadr+2/ dr =
/ )

=4 Cosa—sma / —r2dr 44 Cosa—sma /
( Va? ( s dr

I I

+rcosa) - (—sina) + (—rcosa+ rsina) -

Avem:
a

a
+7r- a2—r20

r
I, = / d +/ dr = a* arcsin —
1= \/j r \/7 r =a’ar 1na
de unde rezulta ca I, = %, iar:

—/ vaz—r2dr,
0

0

2

dr = —r-Va? —r?

a —-r a a Ta
—/r-i +/ Va2 —r2dr = —
N o Jo
Deci:
2

I =4(cosa —sina) - %-2 = 271a*(cos a — sin o) = 27a

o[ . (T .
Sin 5—0[ — SIn &

T _ 9
= 47a? - sin 2 5 acos%:27ra2 2sin<%—a>.

4. Sa se calculeze lucrul mecanic al campului ﬁ(F) = Pi+Qj, 7= xi+yj, unde:
P(z,y) =3a(a®> + %) —y*,  Q(z,y) = 3vy(2a — y),
care actioneaza asupra masei unitate, cand aceasta din urma se deplaseaza de-a lungul
unui semicerc de diametru AB care nu contine originea O(0,0), A(—a,a), B(a,a) si apoi
pe conturul inchis format din semicercul AB si segmentul BA, parcurse in sens direct

trigonometric.
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Rezolvare. Semicercul BA si segmentul AB (vezi Figura 4.2.10) au parametrizarile

urmatoare:

~ T =acost - r=1
BA: B :
y=a+asint, t € [0, y=a, t€[—a,a,

(cercul de diametru AB are ecuatia 22 + (y — a)? — a® = 0).

A

2a
- :
A} a
|
| X
_a/ O e
Figura 4.2.10
Atunci:
I :/A P(z,y) dz +Q(z, y) dy:/ {{3a[a? cos? ¢+ a2(1 + sin)?] — a*(1 +sin £)*} x
BA 0

X (—asint) + 3a® cost(1 +sint) - (2a — a — asint) - acost} dt = / {[3a®(cos®t + sin® t+
0

+1+2sint)—a(1+3sint+3sin® t+sin®t)]- (—asint) +3a cos? t(1 +sint)(1 —sint) } dt =

= a4/ [(6+6sint — 1 —3sint — 3sin?t —sin®¢) - (—sint) + 3(1 — 2sin?¢ +sin* )] dt =

( 5sint — 3sin®t + 3sin®t + sin* ¢ 4+ 3 — 6sin® ¢ + 3sin* ) dt =
a4/ (3—5sint—9sin2t+3sin3t+4sin4t)dt:a4-37r+5a4cost‘;r—
0
a4/ (1 — cos2t) dt — 3a* / (1 —cost) - (cost)’ dt+a4/ (1 — cos2t)? dt =
0

)
9 t
ma* — 10a* — §a47r —3a* <cost — cos” )

qt m
+a*r—at sm2t 14+ cosdt)dt =
2
0

9
= 3ma* — 10a* — 2a47r+4a +a 7r+7:_

Pe segmentul AB avem:
43

I = / {[3a(t* + a*) — a*] - 1 + 3ta(2a — a) - 0} dt = 3a§
. _ _ a4 4 _
Deci IBZB =11+ 1, =—6a" 4+ 6a" = 0.

O alta modalitate de calcul a celor doua integrale I; si [BZB este urmatoarea: alegem

a a
+ 203t = 6a’.

—a

un domeniu simplu conex D care contine gi semicercul AB si segmentul AB (vezi Figura

oP
4.2.10). Functiile P si () sunt continue cu derivatele partiale — = 6ay — 3y* §i — =

dy ox
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oP 0
= 3y(2a — y) continue pe D si in plus — —Q Conform Teoremei 4.2.4 rezultd ca

dy O
/P dx + @) dy este independenta de drum, deci:

_ Pd:r+Qdy:/_Pd:1:+Qdy: Y A—
BA . BA

iar /ﬁ Pdr+ @Qdy =0, BAB fiind un contur inchis.
BAB

—

~ kT
5. Sa se calculeze lucrul mecanic al fortei gravitationale F'(7) = —, unde 7" =
r

= xi+yj+ zk, iar r = \/x? + y? + 22, care actioneaza asupra masei unitate cand aceasta
din urma se deplaseaza din punctul M;(z1,y1, 21) in punctul My(xs, ya, 29).

Rezolvare. Ecuatiile canonice ale segmentului M, M, sunt:
r—T Yy—U il

= = (: t),
L= X1 Y2 Y1 T4
de unde obtinem ecuatiile parametrice:

r=1T +t($2 —LEl)

Y=y +t(y2 —y1)
2=z +1(2n—2), tel01].
Astfel rezulta:
I:/ k(xde +ydy + zdz
MM

(22 + y2 + 22)3/2 =k /gl {[xl (s —w)] - (w2 = 20) + [y1 + 1y
—y1)] - (Y2 —y1) + [21 + (22 — 21)] - (22 — zl)}/{{[:cf +t3(zg — 1) + 2txy (30 — 1) + Y+
+t2(ya — y1)? + 2ty1 (v — 1) + 21 + t2(22 — 21)% + 2tz (20 — zl)]}?’/?} dt =
= g/o {2t[(1'2_1'1)2+(y2_y1)2+(22_21)2]+21'1(1'2—ZE1)+2y1(y2—y1)+221(22_zl)}/
J{H{E (22 = 202 + (42 = y1)? + (22 — 20)7] + 2t (32 — 1) + 11(v2 — 1) + 21 (22 — 20)]+

k
+(2f +yi + Z%)}w} dt = 5 T/z{tQ[(SUQ —21)? + (g2 —1)* + (22 — 21) "]+
—1/211
+2t[x1 (2 — 1) + Y1 (Y2 — 1) + 21(22 — 21)] + (23 + ¥ + zf)} ‘ =
1 1
— K[+ g+ ) = gt =k ( : ) -
Vet ot v o+l 2
1 1
=k (———), unde r; = /2?2 +y2 + 22, i=1,2.
™ T
de —xd
6. Integrala /A YOTZTO ste independenta de drum ? Sa se calculeze valoarea
AB (x4 y)?
ei cand A(1,0), B(2,3).
. o . Yy —T .
Rezolvare. Consideram functiile P(z,y) = ————, r,y) = —— definite
t (7, y) CEE Q(x,y) CEE

pe un domeniu D simplu conex care contine punctele A gi B si nu taie bisectoarea a doua
(vezi Figura 4.2.11).
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Figura 4.2.11

Functiile P si () sunt continue cu derivate partiale continue si:
or_ w—y 0Q_ r-y
oy (r+y)3 0r (v+y)?
. 0P 0Q y : y
Deci ETiRr TS Deducem ca /de + @ dy este independenta de drum. Ne alegem
Yy x

drumuri paralele cu axele de coordonate incluse in domeniul D, si anume AC si CB.

Segmentele AC si CB au parametrizarile:

_ x=1t _ T =2
AC : CB:
y=0, t€[L,2]; y=t, t€0,3].

Avem: \
20-1—-1¢-0 3t-0-2-1 2 3
[Zfidtjt/ dt = =z
1 t2 0o (t+2)? t+2lo 5
O alta metoda de calcul a integralei de mai sus este determinarea primitivei F', care

verifica relatia dF' = P dx + @ dy, adica:

or Y or = -
7 CE e c TR A PR E
Integrand in raport cu x prima relatie de mai sus obtinem F(z,y) = e +o(y).
Prin derivare in raport cu y, rezulta 8—F - + ¢'(y). Egaland aceastd expresie
Oy (z+y)?
cu @ deducem ca ¢'(y) = 0, deci p(y) = C. Rezulta ca F(z,y) = — (ludm C = 0).

T +y
Atunci:

[ Pdr+Qdy=F(2,3)~ F(1,0)= _3
AB 5}

Functia F' o putem determina si aplicand formula:

@ y
F(z,y) :/ P(t,y) dt+/ Q(xo,t)dt, (zo,y0) € D punct fixat.
Pentru g =1, yo =0 0rezultéu "

F(x )—/I J dt+/y LI
= e T 02T T Ty

3
lar |- Pdx+Qdy=F(2,3)— F(1,0) = ——
AB 5

z 1
1+1+t

y:_ Y
0 a:+y'
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7. Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integrala este o diferentiala

totald, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:

(2,3) (1.2) ydr —xd
a) / rdy +ydzr; D) / Lf‘y de-a lungul unui drum care nu inter-
(-1,2) (2,1) x
) xdx +ydy

secteazd axa Oy; ¢) / de-a lungul unui drum care nu trece prin O;
1,0)

Va? + y

aaab
\/ a:2+y —xdr + 1/ :r2+y +xdy; a, b,a > 0.

Rezolvare a) Avem P(z,y) =y, Q(v,y) = z definite pe IR* (domeniu simplu

orP 0
conex) si i a—Q = 1. Rezulta ca /de + @ dy este independents de drum pe IR?.
Y x

Alegem drumuri paralele cu axele de coordonate AC si OB (vezi Figura 4.2.12):

_ = - =9
ac: " cB: "
y=2, te[-1,2], y=t, te23].

y A
3F—————- B
: |
IS C
|
| |
| |
| l X X
-1 0 2 . .
Figura 4.2.12 Figura 4.2.13
Rezulta: , ,
2 3
~ de+Qdy:/ (t-0+2-1)dt+/ (2-1+¢-0)dt =2t +2t =8.
AB -1 2 -
o . . . OF oF
Primitiva F' in acest caz, cu dF = Pdx 4+ Q) dy, adica i P, i Q. este
4y Y
F(z,y) = zy + C. Deci:
_ Pde+Qdy=F(2,3) — F(-1,2) = 8.
AB
1
b) Consideram functiile P(xz,y) = %, Qz,y) = —% = —— definite pe un domeniu
! ro oP 1 0Q
D simplu conex care nu intersecteaza axa Oy (vezi Figura 4.2.13). Avem o2 D
y x

iar functiile P si ) sunt continue cu derivate partiale continue. Conform Teoremei 4.2.4
rezulta ca integrala /Pd:r + @ dy este independenta de drum pe D. Alegem drumuri
paralele cu axele de coordonate AC si O'B:

_ r =1t S r=1
C: CB:
y=1, te21], y=t, tel,2].

1

Deci:
2 3

1t

L dt /th_ 1 t‘
1 2 T2

/A Pde+Qdy= | — —
AB 2 2
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OF OF
PﬁmﬁWaF(ﬂrzf%m+Qd%aﬁay5—:fz5—:4mememawayy:—g+c.
x Y x
Deci:
3
_ Pd dy = F(1,2) — F(2,1) = —2.
[ PdrtQay=F(1,2) - F(2,1) =

- Q(z,y) Y definit
—_—, x,y) = ———, definite pe un
Va? +y? Y Va? 42 P

domeniu D simplu conex care nu contine O i care contine punctele A(1,0), B(6,8) (vezi

oP 0 -
Figura 4.2.14). Apoi — = 9@ _ Y adica integrala /Pdm + Q dy este

dy or (a2 +y2)3/2 7
independenta de drum. Alegem drumuri paralele cu axele de coordonate AC' gi C'B:

. =t _ —
AC’:{x C’B:{x 0

c¢) Consideram functiile P(z,y) =

y=0, tell6], y=t, t€|0,8].
Rezulta:

6¢ 8 t 6 8
1= ["Cat+ [ ———dt =1 + V7136, = 9.
1t 0 12+ 36 ‘1 ‘0
In acest caz primitiva F este F(z,y) = vz2+y?>+ C, deci:
/;PM+Q@:F@&—F@m:9
AB

X
‘X Ll
Figura 4.2.14 Figura 4.2.15
d) Avem P(z,y) =+\/vV22+y2—z, Q(x,y) = \/V2*+ y% + x, definite pe un dome-
oP .0
niu simplu conex D C IR* (vezi Figura 4.2.15). Derivatele partiale m si a—Q sunt:
Y T
oP Y
U T FP NP -
A R e Y
Ox 217+ y? INEF AT F -1
Y
deoarece \/v/x2 +y?2 + 1 = .
VvVt +yr—x
0P 0Q D : 9
Deci Eriir adica integrala /P dz + () dy este independenta de drum. Pentru
Y x

a calcula integrala din enunt alegem drumul T" dreapta AB (A(a,b), B(«a, ab)), de ecuatii
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) r=at o .
parametrice (T) : Rezulta atunci:
y=>ut, tell,al

I= /a (\/\/a2t2 TR —at - a+ \VaPE + 282 +at-b> dt =
1
a 2
= <a\/\/a2 TP —a+b/VaZ 02+ a) / 12 dt = 2 (0*? = 1) |aVVa? + 52 — a+
1
+b\/va? + b2 +al.

8. i) Sa se arate ca forma:
efy
w=——|(zrsinx —ycosz)dr + (xcosx + ysinzx) d
P [( y cos x) ( ysinz) dy]
este diferentiala totala.

ii) Notand cu I(R) integrala lui w pe semicercul 2% +y* = R?, y > 0 parcurs in sens
direct trigonometric, sa se determine lim I(R) si lim I(R).
R—0 R—oc
iii) Se noteaza cu I' drumul orientat in sens direct trigonometric format de doua
semicercuri analoage precedentului de raze Ry §i Ry (0 < Ry < Ry) si de segmentele

[—Ry, —Ry] si [Ry, Ry ale axei Ox. Sa se calculeze integrala lui w pe T gi limita sa cand
% sint

Ry — 0gi Ry — 00. S se deduci / et

0
Rezolvare. i) Functiile:

e Y(rsinz — ycos ) e Y(zcosz + ysinz)

P(z,y) = e si Qz,y) = e
sunt definite pe un domeniu D C IR? simplu conex care nu contine originea, (vezi Figura
4.2.17). Avem:
OP e ¥(—zsinz+ycosx —cosz)(z® +y®) — 2ye Y(xsinx — ycosz)
B—y - (22 + y2)? -
e ¥(—x3sinz — xy?sinz + 2’y cosx + y3 cosz — x? cos ¥ + y? cos x — 2zysin 1)
- (:r2 + y2)2 ’
ar Q _ e Y(cosz — zsinz + ycosz)(x? + y*) — 2ze™Y(z cos T + ysinz) _
Oz (22 + y2)?
e ¥(—x?cosz — x¥sinx + y? cosx + xr?ycosx + y? cosx — xy? sinx — 2zysin 1)
- (:r2 + y2)2 :
Deci a_P = @
dy o0x

ii) Pentru a calcula I(R) consideram semicercul (I'y) : = = Rcost, y = Rsint,
t € [0, 7] (vezi Figura 4.2.16). Rezulta:

T —Rsint
I(R) = /1"0w :/o {e 72 {[Rcostsin (Rcost)— Rsintcos (Rcost)| - (—Rsint)+

+[Rcostcos (Rcost) + Rsintsin (Rcost)] - (R cos t)}}dt:/ﬂeRsmt{[costsin (Rcost)—
0
—sintcos (Rcost)] - (—sint) + [cost cos (Rcost) + sintsin (Rcost)] - cost} dt =
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™ X n .
= / e B _gintsin (Rcost—t)+costcos (Rcost —t)] dt = / e Bl cos (Rcost) dt.
0 0

Avem: / /
T . /2 . T . /2 .
‘](R)‘ S / efRsmt dt = / efRsmt dt +/ efRsmt dt = 2/ efRsmt dt.
0 0 /2 0
2
Deoarece 0 < T T Ve <0, q , rezulta ca sinx > —x, Ve [0, T sau
sinz — 2’ 2 T 2

—s1nt<—2—, Vit e g}
Deci:
I(R) < 2/07r/2 o= 2Rt gy — _%e—QRt/n
Rezulta 1%1_{1;0 I(R) = 0.
Apoi, privind I(R) ca o integrala depinzand de parametrul R, avem:
lim e Rsintcog (Reost) =1, YVt €0,7],

convergenta care este uniforma, deoarece:

‘e*Rsmtcos (Rcost) — 1‘ < ‘e*R“”tcos (Rcost) — cos (Rcost)‘+\cos (Rcost)—1| <

w/2

= % (1 — e_R) — 0, pentru R — oc.
0

4 Rcost Rcost\?
§‘e_m”“f—1‘—i-|cos(Rcost)—1|SRsint—i-Qsin2 c2()s §R+2< COS) <
RQ
SR—F?, VtE[O,w],
R2
(am folosit inegalitatea —e " +1 <u, Yu >0), iar hm <R+7> = 0.

Rezulta astfel ca putem trece la limita sub semnul 1ntegrala in /(R) si obtinem:
lim I(R) :/ 1dt = .
R—0 0

y A
YA
1\ 1_,3
T, ~ D
R o} R 1" Rz
Figura 4.2.16 Figura 4.2.17

iii) Conturul T" este format din: T' =T, UTy U3 UT, (vezi Figura 4.2.17). Avem:
/ w= —/ “Rusint oo (R cost) dt, / w= / ~Resint cos (Ry cost) dt,
I

R> t
/ / ~(tsint) dt = / ﬂd (Ta): z=t, y=0, t€[R,Rs)),
I

Ry
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Rigint  _ R2 sinu
iar / w—/ tsmt dt = / a4 TE u/ du,
I R> -R, 1 Ry U

x—t y—O te[ RQ,—Rl]).

Dar /w = 0, deoarece I' este o curba inchisa inclusa intr-un domeniu D simplu
r

conex, iar /w este independenta de drum pe D (conform punctului i)). Rezulta ca:

/w—l— w+ w+ w=0 <
Iy o s T4

sint
—/ ~Risint oo (R cost) dt+/ ~H2sint co5 (Ry cos t) dt—i—2/ —dt—O
Trecand la limita pentru Ry — 0 i Ry — oc, conform punctului ii) avem:
lim w=m, iar lim w—O
R1—0 Rs— o0

% sint % sint
Deci —7r—|—2/ —dt—O = / —d——
9. Sa se calculeze urmatoarele integrale curblhnu de diferentiale totale:

(2’3’_4) ('T sY2,22 ) d d d
a)/ :rdx+y2dy—z3dz; b)/zzzxx-?l-y ?g-l—zgz
(1,1,1) (ziy,21)  VTTF Y+ 2
2

unde punctul (z1,, 21) este situat pe sfera de ecuatie 2% + y% + 22 = @2, iar punctul

(w2, 12, 20) este situat pe sfera de ecuatie 22 + y2 + 22 = b2, (a,b > 0).

Rezolvare. a) Functiile P(x,y,2) = z, Q(z,y,2) = y?, R(v,y,z) = —2z* sunt
definite pe IR* (domeniu simplu conex), sunt continue cu derivate partiale continue si:
BP_BQ_O 0Q OR OR 0P
oy Ooxr ' 9z Oy = O0r 0z

Deci integrala /Pd:c + Qdy+ Rdz este independenti de drum pe IR®. Pentru a o

calcula alegem drumuri paralele cu axele de coordonate:

A(1,1,1) = B(2,1,1) = C(2,3,1) = D(2,3,—4), unde:

=1t T =2 T =2
AB: { y=1 BC: { y=t CD: < y=3
z=1, te€[l,2], z=1, te€[l,3], z=t, tel,—4].
Deci:
/A Pda:+Qdy+Rdz:/Qtdt+/3t2dt—/4t3dt:ﬁ2+ﬁ3—ﬁ_ _
AB 1 1 1 21 3h 4k 12

O alta metoda de calcul este determinarea functiei F', primitiva, cu proprietatea:

dF(v,y,2) = P(z,y,2) dv + Q(z,y, 2) dy + R(x,y, 2) dz,

oF oF , OF 5 o . . .
adica — =x, — =y, — = —2°. Integrand in raport cu x prima relatie de mai sus
ox oy 0z
2
x
rezultd ca F(z,y,2) = ) +¢(y, z). Derivand aceasta ultima relatie in raport cu y i z si
. . . . Op 2. dyp 3 e . .
comparand cu @) si respectiv R, rezulta — = = —2”. Din prima relatie de mai

dy " 0z
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3
sus rezultd ¢(y, z) = % + ¢(2), deci folosind a doua relatie deducem ca '(z)

4 3 4

sau Y(z) = —ZZ + C. Obtinem astfel ¢(y,z) = % - % + C, iar:
22y
F =—+=-—+C.
(ry.2) =5 +5 -7+
Deci:

643

- Pde+Qdy+ Rdz=F(2,3,-4) = F(1,1,1) = ——.

D

Functia F' o putem determina si cu ajutorul formulei:
T Y z
F(z,y,2) :/ P(t,y,z)dt + Q(:Ug,t 2z dt+/ R(zo, yo,t) dt,

zo

unde (zg, Yo, 20) este un punct fixat d1n R Alegand ¢ = yy = 29 = 0 rezulta:

th t3 t4z

F(z,y, 2 /tdt—i—/ tht—i—/ (=) dt = | -

3l 4l
iar APdl“FQdy—FRdZ:F(2;3a_4)_F(1:171):_—
AD N 12
b) Avem P(:c,y,z):—Qa Qz,y,2) = d

ViZ+y?+ 2
V4

si B, dar nu contine originea.

Apoi:

oF" 0 09 - R
Oy (22 +y2+ 2232 01’ 0z (2249242232 Oy’
oR -z oP

Oz (22412 +22)P2 0 0z
Deci /de + Qdy+ Rdz este independenta de drum pe D.

= — 4+ — —

—— R
Va? +y? 4 22
N Alegem un domeniu D simplu conex din IR care contine punctele A
Vi +y?+ 2

Daci O ¢ AB (vezi Figura 4.2.18) si D este ales astfel incat AB C D atunci ne

alegem drumul AB:

r =T +t(l‘2 —LEl)

AB : y =1y +tlya — 1)

2=z +1t(z2—2), t€][0,1]
Rezulta:

/AABPd:r:—l-Qdy—i-Rdz = /01 {[xl +t(xe — x1)[(wa — 1) + (11 + t(y2 — y1)](y2 — v1)+

+la (22 — 21)] (22 — Zl)}/{\/[ﬁl + t(me—)* + [y + 1y —p)* + [0 + 75(22—21)]2}:

1
= e+t — 20)2 + [+t — )P + [21 + 8z — 20)2| = Jod + 93 + 25—

—Jri+yi+2i=b—a.

Daci O € AB alegem D astfel incat si contina punctele A si B, si nu contini pe O

si s contind drumurile AC, CD, DB (paralele cu axele de coordonate), unde:
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ZA A z
D
D’
B
s
1L A
-~ -7 /,.‘5 "~ B
/// ____ -0 \\\
Ve e / \\\ \\ 2/ M Z
-x<---- <" — a > >
o) b A e}
C D
D
X
X
Figura 4.2.18 Figura 4.2.19

A(@1,y1,21) = Clx2, 41, 21) = D(22, Y2, 21) = B(22, 2, 22),
daca fiecare nu contine originea (vezi Figura 4.2.19). Sau putem considera un semicerc
T+ T2 Y1+ Y2 21+ 2
2 2 7
pentru a evita calcule prea lungi putem folosi functia F (primitiva), dF(z,y,z) =
Pdr+ Qdy+ Rdz, adica:
OF x

A
situat pe sfera centrata in punctul M( ) si de raza - sau

oF Y oF z

or PP+ 2 0y TP+ 0z P+ 2
Din relatiile de mai sus rezulta F(z,y, z) = v/2? + y?> + 22 + C. Deci:

[Bde+Qdy+Rdz=F(x2,y2,22) — F(z1,y1,21) = \/$%+?J%+Z%_

el +yi+ 23 =b—a.

10. Sa se determine functiile z ale caror diferentiale totale sunt:

a) dz = (22 + 2xy — y?) dx + (2% — 2zy — y?) dy;

b) dz=e"[eY(x —y+2)+y| de+ e [eY(x — y) + 1] dy.

Rezolvare. a) Functiile P(z,y) = 22 + 2zy — v?, Q(z,y) = 2° — 22y — y? definite
pe IR? sunt continue cu derivate partiale continue si —P = 2x — 2y = —. Deci 3 z astfel

oy o0x

incat dz = Pdx + () dy. Functia z se poate determina folosind derivatele sale partiale:

0
—Z:P:x2+2:1:y—y2, —Z:Q::cQ—Qxy—yQ.
o0x oy
3, ) 0z )
Rezulta ca z(z,y) = ) + 2%y — y“x + ¢(y), de unde i 22y + ¢’ (y) = Q. Deci
Y
3
Y

O'(y) =—v* = ply) = -3+ C. Rezulti:
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3 3
2(m,y) = % + 2%y — y’r — % +C.
Sau se poate folosi formula:

2(, y) :/gEjP(t,y) dt+/yj@(xo,t) dt, (z0,10) € R%.

Luand zy = yo = 0 obtinem:
z y t3 T t3 y
2(z,y) = / (t* + 2ty — y*) dt + / (—t?) dt = 3 + t2y — y°t
0 0

o 3

0
1‘3 3

= §+x2y—xy2—y§.
b) Functiile P(z,y) =e”[e¥(z —y +2) +y], Q(z,y) =¢€"[e!(z — y) + 1] definite pe

IR? sunt continue cu derivate partiale continue pe R?. In plus:

oP
et e (g — — 7
o e"le(r—y+1)+1] o
Rezulta ca 3z astfel incat dz(z,y) = P(z,y) dz + Q(z,y) dy. Avem:
0z 0z
—P=¢ eV (x—y+2 gz g —y) +1
Py, 2 =Q=c -y +1)

de unde rezulta:
z(x,y) = /ey -xe” dr + /ex(ey(Z —y)+y)dr =" — " +e"[e¥ (2 — y) + y]+
+o(y) 5 " —y+1) + ey + o(y).
2

— ="z —y)+e* + ¢'(y) = Q, de unde rezulta cid ¢'(y) = 0, deci p(y) = C,

Apoi o

iar:
2(x,y) =e"(r —y+1)+ye* + C.
Functia z se poate determina folosind gi formula:

z Y z z
z(z,y) :/U ele!(t —y +2) + ] dt—i—/g [ef(—t) + 1] dt:et+y-t‘0 —et"'y‘o—

—e! Y (y — 2)‘:; + yet‘i - tet‘z + et‘z + t‘z ="z —y+1)+ye® =1, (xg=1yo=0).
Deci z(z,y) =e"™(z —y+1)+ye® +C.
11. Sa se determine functiile ale caror diferentiale totale sunt:
a) du = (2% — 2yz) dzx + (y* — 222) dy + (2% — 2xy) dz;
b) du (r+y— )d:c+(:1:+y—z)dy+(:c+y+z)dz

2?2 +y? 422+ ny
Rezolvare. a) Functiile P(z,y,2) = 2> — 2yz, Q(z,y,2) =y*> — 22, R(z,y,2) =

= 22 — 22y sunt definite ge IR?, continue si cu8 derivate partiale continue. In plus:
R

_ = = — —_ ___y—_

oy T8 8. T oy’ Oz 0z
Deci Ju astfel incat du = Pdz + Q dy + Rdz. Avem:

0
. S=Q=1y 2z,

u
— — =R=2"-2
o oy ‘ Y

=P=z"-2
7 Yz, 5,

3
x
de unde rezulta u(z,y) = 5 2zyz + ¢(y, ). Derivatele functiei u in raport cu y si z

sunt:
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ou Oy 9 ou Oy 5

s e ol =yt 2, o = 2yt b =22

a9y Tz + ay Y Tz, B Ty + s z Ty,
a a 3 3

de unde deducem ci 2 — v, 92 _ 2 Remiltd oy, z) = y te + C, iar:
oy 0z 3
34,31 .3
u(z,y,2) = % —2zyz+ C.

Functia v se mai poate determina folosind formula:
T

x Y z
u(z,y, 2) :/0 P(t,y, 2) dt—i—/0 Q(0,t, 2) dt—i—/0 R(0,0,1) dt:/ (t* — 2y2) dt+

0
y . 3 4 43 4 53
+/ t2dt+/t2dt:u—2xyz,

0 0 3
(2o = yo = 20 = 0).
2+ P+ 2
y——?xyz+0.

T+Yy—2z Q( ) T+Yy—2z

bl ‘/L‘7 ,Z = bl

2 +y? + 22 + 2y Y 2+ y? + 22 4 2y

sunt definite pe IR*\ (d), unde (d): 2 +y =0, 2 =0

Deci  u(z,y,z) =

b) Functiile P(z,y,z) =
r+y+z

R(x,y,z) =
(7, 2) 2?2 +y? 4 22+ 2zy
este o dreapta din planul (zOy), (este a doua bisectoare). Alegem un domeniu D simplu

conex care nu intersecteaza dreapta (d) si avem:
OP  —2® —y* 4+ 24+ 2yz — 22y + 22z 0Q

dy (22 4+ y? + 22 + 2xy)? Oz’

0Q —x2—y2+z2—2xy—2yz—2xz_ OR

0z (22 + y% + 22 + 22y)? oy’

OR  —a® —y’+2° — 22y — 2wz —2yz _ OP

or (22 + y? + 22 + 22y)? 0z

Rezulta ca Ju astfel incat du = Pdx + Q dy + R dz, adica:

ou r+y—=z ou r+y—=z ou r+y+z

dr 224242242y By 2+ +2+2xy 0z al4yP+ 22+ 2y
Integrand in raport cu x prima relatie de mai sus obtinem:

rTH+y—=z / rTt+y—=z2 1 9 9 9
Y, 2) = = de = ~In (2% + ¢y + 22+
u(, 9, 2) /x2+y2+22+2xy (x +y)? + 22 2n(x vy

T+
+2zy) — arctg Ty + o(y, 2).

Derivand functia v de mai sus in raport cu y si z, rezulta:

ou T+Y—2 dp Ou T+Y+z Oy
dy 22+ y2+ 2242y Oy’ 0z 24y +242y Oz
0 0
Egaland derivatele de mai sus cu @), respectiv cu R, obtinem 8—(p = a—(p = 0, deci
Yy z

¢(y,z) = C. Rezulta astfel ca:
_ 1 2 2 2 T+y
u(r,y,z) = 5111(% +y° + 2° + 2zy) — arctg —— + C.
z

O alta metoda de calcul a primitivei u este formula

v t+y—=z t—
. 2) = dt dt /—dt
u(,y,2) /0 12+ y? + 22 + 2ty bt 0 t2+22 +
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z (¢ — y t— z (dt 1 &4 13 x
:/0 ((+¢dt+/o c dt + _:_ln[(t+y)2+z2]‘0—arctg Ty +

t+y)?+ 22 12 + 22 1t 2 z o
1 2 2,]Y LY 1 2 2 2 1 2 2
+oIn (2427 —arctg—| +Int| = ~In(2? +y%+ 22 + 22y) — ~In (y? + %) -
2 0 Zlo 12 ) 2
T
—arctg Tty + arctg Y (y* +2%) — =In2? — arctgy +Inz=
z z 2 2 z

1 x+
= 5ln (2% + oy + 2% + 2zy) — arctg—y,
z

(am considerat xg =y =0, 2o =1).

Se mai poate f010s1 formula

r+t—1 z r+y+t
u(z,y, 2 dt + / t+/
t2+1 0 22+t + 1+ 2xt 1 22+ y?+ 124 20y

1
=5 In (t* + 1)‘0 - arctgt‘ ln (2 + 24+ 1+ 2:675)‘ — arctg (z + t)‘§+

2

+11n (2% + o +t2+2xy)‘ +a1rctgL
2 1 T+yh

1 1 1
—|—§ln(x2—|—y2+1—|—2xy) — §ln(a:2+1) —arctg(:v—iry)+arctg:v+§ln(ar2+y2+22+

1
+2zy) D) In (2% +y* + 1+ 22y)

=3 ln (z° 4+ 1) — arctg v+

1
a2+ 2 4 22 D) —
pry 2n(:1: +y° + 2% + 22y)

—arctg Tty +C,
z
(am luat zg = yo = 0, zy = 1). Rezulta:

1 +
“ln (2 +y? + 22 + 22y) — arctgu +C.
z

u(z,y,2) = 5

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

12. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip:

2 2
T
a) /(:c +y)dr+ (x — y) dy, unde T este ehpsa —+35 i =1 parcursa in sens direct
r
trigonometric.
r+y)dr — (v —y)d 5 -
b) / (z+y) (z-y) y, unde T este cercul 22 + y? =4 parcurs in sens direct
r r? + y?
trigonometric.

c) /(m2 —2xy) dz+ (y* —22y) dy, unde T este arcul de parabold y = 22, z € [—1,1],
r
parcurs de la A(—1,1) la B(1,1).
d) /(:U2 +yH)de + (22 —y*) dy, unde (T): y=1—|1—2|, € [0,2], parcursi in
r

sensul cregterii parametrului.
2 2

e) /:ry dz + 222y dy, unde T este elipsa x_ + = Y

2 — 1 = 0 parcursa in sens direct

trigonometric.
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f) / 22y dx + 2 dy, pe drumul I’ care uneste punctele O(0,0) si A(1, 1), daca I este:
i) dreap’fa y = x; ii) parabola y = z?%; iii) parabola x = y?; iv) parabola cubicd y = z°,
(T parcurs de la O la A).
13. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip:
a) /Fsinyd:r + sinx dy, unde [' este segmentul de dreapta determinat de punctele
A(0,7) si B(m,0), parcurs de la B la A.
b) /F(x + y)dx — ydy, unde T este determinat de curbele zy = 2, y = 2z, y = g,
x> 0.
14. Sa se calculeze urmatoarele integrale:
a) /yQ(:cdy —ydzx), unde (') : { z =y cost]-sgn(cost)
r y = /|sint| - sgn (sint), t € 0,27,
1, daca >0
unde sgnz = ¢ 0, dacaz =0
—1, daca x < 0.
b) /rM unde T este dreptunghiul A;(—1, —1), A5(2,—1), A3(2,1),

max {|z, [y[}’
A4(—=1,1) parcurs in sens direct trigonometric.

15. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii luate de-a lungul curbelor strambe:
22+ y? + 22 = dax

P+’ =azr, 2>0,
parcursa in sens direct trigonometric daca privim dinspre partea pozitiva a axei Ox.

a) / (y2+2%) do+(2*+2%) dy+(2*+y?) dz, unde T este curba {
r

b) /Fydar—i-zdy—i-:cdz, unde (I') : = = acost, y = asint, z = bt, t € [0,27]
parcursa in sensul cresterii parametrului ¢.

c) /(y2 — 28 dx + (22 — %) dy + (2* — y*) dz, unde T este conturul care mirgineste
port;iuneix sferei 22 +y? + 22 =1, 2 >0, y > 0, z > 0, parcurs in sens direct trigono-
metric daca privim dinspre origine.

16. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat de forta gravitationala F= —gE atunci
cand punctul de masa m se deplaseaza din pozitia A(z1,y1, z1) in pozitia B(za,ya, 22).

17. Valoarea integralei curbilinii:

22_2 22_2
/x+xy ydx+y+xy xdy

—~

aB - (z+y)? (z +y)
depinde de drum 7 Si se calculeze aceasta integrala pentru A(1,0) si B(3,4).

18. Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integrala este o diferentiala

totala, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:
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(2,3) (1L0) xdy —yd
a) / (x+y)de+ (x —y)dy; D) / M de-a lungul unui drum care
(0,1) unwﬁn(x—w
nu intersecteaza dreapta y = x; c¢) /( ’) e”(cosy dx — siny dy).
0,0

19. Fie w = P(x,y)dzx + Q(z,vy) dé;, unde:

32 —y(2” +y°) 3y — 2%(z” +v°)

P — =
(2, 9) 2 , Qz,y) o
a) Si se arate ca in domeniul D = {(z,y) € R*, = > 0, y > 0} cele dou functii
: : o 0Q
sunt continuu diferentiabile §i — = —.
oy ox

b) S& se determine in D o functie U a carei diferentiala este w : dU = w.

¢) Sa se calculeze valoarea integralei curbilinii / w, curba I' fiind definita prin:
r

¢ =t+4cos?t, y=1+sin’t, te Qa.
< o _xz+y y—x . 2
20. Sa se arate ca Pdr+ Qdy = o dr + PR dy, definita pe IR\ {(0,0)}
orP 0
nu este o diferentiala totala, desi — = —Q
Jdy O
21. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de diferentiale totale:
(Gylal) (Il,yl,Z1)
a) / yzdz +xzdy +zydz; b) / 22 dx + 2yz dy + (2x2 + y?) dz.
(19253) (xozyO;ZO)

22. Sa se determine functiile z ale caror diferentiale totale sunt:

_ 2, (2 2 3( 2 _ g2
2) dz = ydr — xdy b) dZ:a:y(:c + 3y*) dx + 2°(z y)dy;
3x? — 2zy + 3y? (22 + y2)2
y?dx + dy
¢) dz = Z——.
(1 —y)?

23. Sa se determine functiile ale caror diferentiale totale sunt:
1

a) du = (1__+Q> dr + <E+%> dy—%dz;
y oz z oy z

1 1 1
b)du:z<—— >dx+2dy+< & ——>dz.

22y  x? 422 xy? 2422 xy




Capitolul 5
INTEGRALE MULTIPLE

§1. INTEGRALE DUBLE. FORMULA LUI GREEN

Fie D C IR* o multime carabild sau masurabild Jordan, adici o multime mérginita
cu proprietatea ca pentru Ve > 0 3 multimile poligonale P., ). ai. P. C D C Q. si
A(Q:) — A(P.) < e. Numarul A(D) = EE%A(ID) = 5rC1fQA(Q) se numeste aria lui D.
Prin mulfime poligonala intelegem o figura plana marginita de una sau mai multe linii
poligonale inchise. Un domeniu compact este carabil.

Functia f : D — IR este integrabila pe D (multime carabild), notat f € R(D) daca
exista un numar real I astfel incat Ve > 0 3d(¢) > 0 cu proprietatea ca pentru VA € D
(multimea diviziunilor lui D) cu [|A]| < d, A = (D;),_15 si V punctele z; € D;, i = 1,n
rezulta:

loa(f,2i) —I| <e, unde oa(f, z)= Zf 2i) D;).

Numarul I se numeste integrala dubla a functlel f pe multimea carabila D si se
noteaza // f(z,y) dx dy.

Proprielszi. a) Fie f, g : D ¢ IR* — IR, D multime carabild. Daci f € R(D) si
g € R(D), iar A\, p € IR atunci \f + pug € R(D) si

/ (Af(z,y) + pg(x, y))da:dy—)\// :rydxdy+u// (x,y) dz dy.
b) Fie D = Dy U Dy, Dy, Dy multimi carabile cu Dl N DQ— (0, iar f: D — IR. Daca
f € R(D) atunci f € R(Dy) si f € R(D») si:
| fayydedy=[[ fay)dedy+ [[ fy)dedy
gi invers daca f € R(Dy) si f € R(D,) atunci f € R(D) si are loc egalitatea de mai sus.
c¢) Fie f, g : D — IR, D multime carabila, f, g € R(D) si f(z,y) < g(x,y), (x,y) €
€ D atunci:
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// xydxdy<// (x,y) dxdy.

d) Fie f : D — IR marginita, f € R(D), M = sup f(z,y), m = inf f(x,y).
(z.y)eD (@y)eD
Atunci:

m - A(D) <// 2,y da:dy<M-A(D).
e) Daca f € R(D) rezulta |f| € R(D
// xydxdy‘ // |fxy|dxdy
Teorema 5.1.1. Daca D C IR? este un domeniu compact, cu A(D) # 0, iar f : D —
— IR este o functie continui pe D atunci f € R(D).

Fie D C IR? un domeniu compact simplu in raport cu axa Oy, adicd definit de

: e a<z<b . . .
inegalitatile: unde 41, yo : [a,b] — IR sunt functii continue i
yo(7) <y < wyi(w),

yo(z) < yi(x), VYV € [a,b].
Teorema 5.1.2 (Fubini). Fie f : D — IR, unde D este domeniu simplu in raport
cu axa Oy, dat prin inegalitatile de mai sus. Presupunem:
@fenun,1nvxemmajuyzéi?ﬂ%wdy
Atunci i) J € Ry i

b b y1(z)
ii) / J(z) dz = / da:/ ) dy= // F(@,y) da dy.
a a y2(x D
Daca D C IR? este un domeniu compact simplu in raport cu axa Oz, adica:
{cgygd

7a(y) < x < 1(y),
€ [e, d] atunci are loc:

cu xq, Ty : [¢,d] = IR functii continue, z2(y) < z1(y), Vy €

Teorema 5.1.3 (Fubini). Fie f: D — IR, D domeniu simplu in raport cu axa Oz,

ca mai sus. Daca: w
z1(y
) [ €R(D), b)Yy €led 31 ):/:) fla,y) da
2\Yy
atunci i) I € Riaq $

ii) // xydxdy—/ dy/Qy xydx—/[(y)dy.

Consecinta 5.1.1. Daca D este un domeniu compact simplu in raport cu axa Oy
sau axa Oux, iar f : D — IR este o functie continua atunci sunt indeplinite toate ipotezele
din Teorema 5.1.2, respectiv Teorema 5.1.3, deci au loc egalitatile ii) de mai sus.

Consecinta 5.1.2. Daca f este continua pe un domeniu D simplu in raport cu axa
Oz si fata de axa Oy atunci ordinea de integrare nu afecteaza valoarea integralei.

Teorema 5.1.4. (schimbarea de variabile in integrala dubld). Fie T : IR* — IR® o
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0 0
transformare regulata, T = (¢, ) (adica 3 680’ 8¢’ i =1, 2, continue si J =
g T
D = p(u, : : : :
= M # 0), de ecuatii 7= plu.v) in care ¢ si ¢ admit derivate partiale
D(@1, z2) y =1 (u,v),

de ordinul al doilea mixte continue, iar D, D domenii plane compacte marginite de I,
respectiv I’ curbe simple, inchise si netede (sau netede pe portiuni) astfel incat I' = T(f‘),

D= T(D Fie f : D — IR o functie continua pe D. Atunci are loc formula:

// T,y dxdy—// (u,v))- % (u,v) dudv.

In particular dacil trecem la coordonate polare r si ¢ dupa formulele x = rcosyp, y=
D(z,y)

D(r.¢)
// f(z,y) dxdy—// f(rcosg,rsing) - rdrde.

Calculul ariilor domeniilor Green. Un domeniu Green este un domeniu compact

= rsin @, cu = r, obtinem formula:

simplu in raport cu axa Oz sau simplu in raport cu axa Oy sau este un domeniu compact
marginit de o curba simpla, inchisa gi rectificabila sau se descompune intr-un numar finit
de domenii de genul de mai sus. Daca D este un domeniu Green atunci:
= / dx dy.
D

Calculul volumelor. Volumul cilindroidului limitat sus de suprafata continua z =
= f(z,y), jos de planul z = 0 i lateral de o suprafata cilindrica dreapta care intersecteaza
planul Ozy dupa domeniul D a carui arie exista este egal cu:

V= // f(z,y) dx dy.

Aplicatiile integralei c[l)uble in mecanica

1°. Masa unei placi. Pentru o placad D din planul Ozy cu densitatea o = o(x,y) in
punctul (z,y), masa sa este egalda cu M = //D o(z,y) dx dy.

2°. Centrul de greutate. Daca xy, 1o sunt coordonatele centrului de greutate al placii
D atunci z = %//DQ: co(z,y)dxdy, yo= % /Dy - o(z, y) dx dy,
unde M este masa placii.

3°. Momente de inertie. Momentul de inertie al placii D din planul Ozy in raport
cu o dreapta d sau cu un punct P este [ = // or’dx dy,
unde r este distanta punctului curent al placii (g:, y) la axa d, respectiv la punctul P.

Momentele de inertie I, si I, ale placii D in raport cu axele de coordonatele Oz si
Oy sunt [, = //D oy* dx dy, I, = //D ox? dz dy.

Momentul de inertie al placii D in raport cu originea coordonatelor este:
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Iy = // o(x* + y?) dx dy.
D
Teorema 5.1.5 (Formula lui Green). Fie D un domeniu simplu fata de axa Ox
siOycu FrD=T,iar Psi@Q: D — IR iangeplianesc conditiile:

a) P, @ sunt continue pe D; b) 3—, — continue pe D.
oy’ Oz

// (_ B _y> dxdy:/FP(ﬂfay)d$+Q(fr,y)dy,

unde [ este parcursa in sens direct trigonometric.

Atunci:

Formula se pastreaza daca D este un domeniu Green oarecare.

Consecinta 5.1.3. Daca D este un domeniu Green cu Fr D = T' atunci:
1
A(D) = —/:rdy— ydx,
2.Jr

unde [ este parcursa in sens direct trigonometric.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:
// dx dy, unde D este definit prin 1 <x <2, 2<y<3.
DxT+Y

b) //D ry? dz dy, unde D este domeniul compact limitat de parabola y? = 2pz si de
dreapta z = ‘g (p>0).
c) // (22 + y)drdy, unde D este domeniul compact limitat de curbele y = 22 si
y? = 1. ?
) // (2% +y*)dx dy, unde D este domeniul compact mirginit de paralelogramul
cu laturileDy =z,y=x+a,y=a,y=3a, (a>0).
e) // y*dx dy, unde D este limitat de axa absciselor si de prima bucld a cicloidei
r=ua(t —Psmt ,y=a(l —cost), te€l0,2r].
// sin — <— ) dx dy, unde D este domeniul compact marginit de triunghiul
OAB, 0(0,0), A(a 0), B(O,b), a, b > 0.

) f, oy

h) // (1 —y)dxdy, unde D este definit prin z? + (y — 1) <1, y <22, = > 0.
D

dz dy, unde D este limitat de 2 =0,y =1,y =25y = x.

i) // (x 4+ y)drdy, unde D este limitat de y? =2z, v +y=4, z+y = 12.
D

— 22| dx dy, de D este definit pri <1, 0<y<l1.
i) [ Vv =a?ldwdy, nit prin [r] <1, 0<y <
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Rezolvare. Functiile de mai sus sunt continue pe domeniile compacte respective.
a) Domeniul D este simplu si fata de axa Ox si fatd de axa Oy (vezi Figura 5.1.1).

Considerand pe D simplu fata de axa Oy, rezulta:

I:/12 (/2 ydy) d$—/12[—y+2xln(y+:r:)]zjdx:/IQ[—1+2$ln(x+3)—

T +y

2

dz =

2 2
2l 2))de =1 +atin (@4 3)) - [ Ede et @)+ [

222 4 62+ 9 — 6(z +3) +9
=—1+4l5-Ind— [ 2 FOr 49 -6@+3HI  na s sy
) 1 x4+ 3 ) ,
222 4 4y +4— 4z — 8+ 4 5 3
+/ A A T O 144 24— (L £ 32— 62+ 9In (2 +3)
| T+ 2 1T\ )
: 2 5 5 3
+<%+2x—4x+41n(z+2)> 1:4ln§—91n1+1n1.

Integrala se poate calcula considerand pe D simplu in raport cu axa Oz, deci:

3(r2x—y 5 5 3 216
1:/ / dz) dy=41n> -9 +1n> = In
) (1 Tty x) ymAmy T Im g T N

A
AY P
D
3 - A
X
2 [--—- »
| |
| |
o
| |
! \ X
o} 1 2 - ~
S
Figura 5.1.1 Figura 5.1.2

b) Domeniul compact D este simplu si in raport cu axa Oz si in raport cu axa Oy (vezi
0<z<p/2

—V2px <y </ 2pz,

Figura 5.1.2). Considerandu-1 simplu in raport cu axa Oy : {
obtinem:

/2 2pa p/2 3
—/ (/ xygdy> da::/ (ﬂ
V2T 0 3 ly=—v2pz

4\/_p3/2 /p/2 :1:5/2 g 4\/§p3/2 g<p>7/2 _ i
3 0 21°

y=+/2pT

p/2 g
) dx :/o 3 <4px\/2px> dxr =

3 7\2

IN
<
IN

Daca consideram pe D ca fiind simplu in raport cu axa Oz : atunci

S e
I
S
I
Nl

(A(p/2,p), B(p/2,—p)) rezulti:
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» /2 o [ 2,2 12=p/2 p 22 [ 2 4
» \/y*/(2p) -p 2 lz=y2/(2p) -p 2 \ (4 4p
_ 1o L. p°
12 Tage? Toar
¢) Si aici domeniul compact D este simplu si in raport cu axa Oz si in raport cu axa
0<zxz<1
Oy, (vezi Figura 5.1.3). Considerand pe D simplu in raport cu axa Oy : -
1? <y </,
avem: v
1 NG 1 2 Yy=vz
I:/ / (2% +y) dy dx:/ |-:I:2y+y— -|dx:
0 2 0 [ 2 2 J
1 4 2 23 A\ 33
(e N g (2 3 S\ 33
/o<x NI 2> ! (7:” T )L T e
X
Figura 5.1.3
y o , . 0<y<l1 ,
Daca consideram pe D simplu in raport cu axa Oz : atunci:
y* < <\,
1 N 1 3 =y 1 (32
]:/ / (;I:Q—i—y)dx dy:/ x_+$y dy:/ y_+y3/2_
0 y2 0 3 x:y2 0 3

6 1
oo _<8 e 1, 14> 33
L) dy = (2o T — )| = 2
3 y) YUY Y T4 )T o

d) Domeniul compact D este desenat in Figura 5.1.4, adica domeniul marginit de
paralelogramul ABC' D, unde A(0,a), B(a,a), C(3a,3a), D(2a, 3a).

: : . a<y<3a :
Domeniul D este simplu in raport cu axa Ox : Atunci:

y—a<z<y.
3a Y 3a =Yy 3a 3
]:/ </ (:c2+y2)da:> dy:/ <x——|—xy2> dy:/ (y—+y3—
a Yy—a a 3 r=y—a a 3
(y —a)’ 1 1 y' ayt e
e R e = | I T
Daca dorim sa integram mai intai in raport cu y, descompunem domeniul compact

a

D in 3 subdomenii simple in raport cu Oy. Atunci:

T e T = ([ )
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/] ¢ xydxdy—/2“</ (@ +9)dy) do,
//133 (z,y dmdy—/ (/3ax + %) )d:r:.

Rezultd [ = 14a*.

YA D y=3a
3a | Dé 'C
D l l
| |
| D2 : :
|
A | | |
a /D? : i : y=¢a
B |
o A
*// | | |
: : : X
-a ),// 0 a 2a 3a g
Figura 5.1.4

e) Domeniul compact D dupa cum se vede din Figura 5.1.5 este simplu in raport cu
axa Oy (si in raport cu axa Ox). Atunci:
3

2ma y(z) 9 2ma Y y=y(z) 2ma
I = / / y“dy | doe = / = dr = /
0 0 0 3 ly=0 3

Facem schimbarea de variabila x = a(t — sint) = = a(l —cost), t € [0,2n],
dx = a(l — cost) dt. Deci:

a4

1 r2rm a4 2m 2m
I:—/ a3(1—cost)3-a(1—cost)dt:—/ (1—cost)4dt:—/ (1 —2cost+
3 Jo . 3 Jo 3 Jo
27
+cosZt)2dt:%/ (1 +4cos’t+cos’t —4cost +2cos’t — 4cos’ t) dt =
0

! 1 in’t) 1
= lt— dsint + 3 <t+ 5sin%) —4 (sint— =)+ (t+sin2t
1 < sin 4t> )] 2 35ma’
3 o 12
f) Domeniul compact D este desenat in Figura 5.1.6. Dreapta (AB) are ecuatia
b 0<z<a
y = ——(x —a). Rezulta (D) : b si:
a 0<y<—2—a)
a

y=—L(z—a)

dr =

o =20 1 /x oy al 20 w/x oy
(L ) ) [[ Rt ()
[ Ct) o= [ [ 2emt (252
a( 2()) T T
dx:/ - [cos——cos—
0 s 2 2a

dr =
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Ay
b B
D
A X
0 a
Figura 5.1.5 Figura 5.1.6
. o 1<y<v2 .
g) Domeniul compact D desenat in Figura 5.1.7 este (D) : 0 << (simplu
STXY,

in raport cu axa Ozx). Rezulta:

V2 Y g;2 d d
1= [ = .
1 (0 Va2 +y? $> Y

Calculam mai intai integrala:

y x? y y y x?
I= [ e dr=ayfe 47— [T rde = Ve [ da-
y 0 ViTE o T =2X\/T —|—y‘0 ; re 4+ y“ax y\/_ 0 Vi T

vy _ 2 2 y_ 2 2
_/0 Wda@—y V2—1,—y ln(x+\/x2+y2)‘0—y V2 I, —y*In(y +yV2)+
+y?Iny.
1 1
Deci I, = §y2\/§ — 53/2 In(14+2), iar:

I — %/1%(?;2\/5—?;2111(14'\/5))6@ = é(y3\/§—y31n(1+\/§))1\3/§:

= é(\/i— In (14 v2)).

P
YA */;F L
w /P
7 (-
1 1 D |
|
o) 1 - o 1
Figura 5.1.7 Figura 5.1.8

h) Domeniul compact D este limitat de cercul de ecuatie (y—1)* = 1—2?, mai precis
de arcul C) de ecuatie y — 1 = —/1 — 22, z > 0 si de parabola y = x? (vezi Figura
0<xr<1

1—vV1-—22<y<a?

5.1.8). Deci (D) : { este simplu in raport cu axa Oy. Rezulta:
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y=a
dr =

1 x2 1 2
Y
I :/ / 1—y)dy| d :/ - =
0 ( 17\/171-2( y) y) * 0 (y 2) y=1-v1—22
4 2

tr,  at 1 ) vl 2tz 1
:/ - ——-14+vV1—-22+-(1—-V1—2?) dx:/ —— 4+ — | dz = —.
0 2 2 0 2 2 15

i) Domeniul compact D este marginit de trapezul curbiliniu ABDC, desenat in Figura
5.1.9, unde A(2,2), B(8,—4), C(8,4), D(18,—6). Descompunem pe D in doua subdomenii
simple in raport cu axa Oy, D = Dy U D5, unde:

2<x<8 8§<x <18
(Dl) : (DQ) :
14—z <y< V2, —V2r <y<12 -z
y A
D \]7_:2)(
C
4 _____________
A |
2P > |
-J?__| I D1 |
L 12 18 X
O :1 2 '8 ; »
BN | |
|
' o2 b |
df—mm———————-T= WX
B < |
7 S, N
+x D
.//\\7
Figura 5.1.9
Rezulta:

8 V2 18 12—z 8 y2 y=v2z
1= / (z+y)dy d:c+/ (/ (:v+y)dy>dm=/ Ty + da+
2 \Ja-z 8 -2z 2 2 ) ly=1—z

18 y=12—x

2 8 4 — 1)?
+/ xy—i—y— dx:/ a:\/2:1:+x—:1:(4—:1:)—( ?) dx+
8 2 ) ly=—voz 2 2
18 12 — )2 8 [ 12
+/ [x(l?—x)—l—%—l—x\ﬂx—x] dx:/ (%4—\/51‘3/24-:1:—8) dzx+
8 2
18 2 3 24/9 2
+/ (—%+\/§x3/2—1:+72> dxz(x—+—\/_m5/2+x——8m>
8

6 ) 2
3 2./9 2
+ (—% 2220 % + 72;1;)

8

+
2

18 11
= 543—.
5 8 15
j) Domeniul compact D desenat in Figura 5.1.10 este simplu in raport cu axa Oy:
-1<x<1 1 1
D =TS peci 1= | (/ y —x2d>da:.
(){ogygl. L VI = a?ldy

Deoarece:
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o
YA i
N
1
D
‘X
-1 0 1 g
Figura 5.1.10

—y+ a2, pt.y <2

/(/ mdy—F/ \/ﬁdg) / [_g(xQ_y)3/2
R ] w-[ 2 e

4 1
= §/ (1 —2*)V1 — 22 du.
0
Facem schimbarea de variabila z = sint. Obtinem:

4 rm/2 4 rm/2 /1 2\ 2 1 /2
I:—/ COSQt-COSQtdt:—/ <ﬂ> dt:—<z+sin2t‘/+
3 Jo 3 Jo 2 3\2 0

2 2
— T°, t. y>«x
ly — 2% = { Y Phv= rezulta:

y=a?
+

2

l—x)/ﬂ dr =

/2 ] 4
/ + cos tdt ::
0 2 4

2. Sa se schimbe ordinea de integrare in urmatoarele integrale:

2 2x 1—22
a/d:r/ f(z,y)dy; /d:r/ - f(z,y)dy;
V2xr—x? lnm
/d:c/ f(z,y) dy; /d:r/ f(z,y)dy,

unde f este o funcgle definita si continua pe fiecare domeniu compact definit de integralele

de mai sus.

_ 0<2<2 -
Rezolvare. a) Domeniul compact D este (vezi Figura 5.1.11).
r <y <2z,

Pentru a schimba ordinea de integrare descompunem pe D in doua subdomenii D =
= Dy U D, unde:

0<y<2 . 2<y<4
(D1) : si (Do) :
y/2<z<y y/2 <a <2
Rezulta: ,
I—/dm/ :Ey)dy—/dy/ xydx—l—/dy/
0

-1<zx<1

—v1—$2§y§1—$2;

b) Domeniul compact D este { (vezi Figura 5.1.12).
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A
YA % " AY
¢ 1
4 _____ &
D D2
21~ ! 1 X
! 0]
D1] X 2
0 2 -
D1 -1
Figura 5.1.11 Figura 5.1.12
Descompunem pe D in doua subdomenii:
-1<y<0 0<y<I1
(Dy) : (D) :
~VI=P <z <VI-¢, —VI—y<z<Jyi-y
Rezulta:
I—/d:r/ :rydy—/dy/ :cydaH—/dy/ f(z,y) dz.
/1— Vi—y )

1<z <2

2 —x <y<+2r-—12?

Domeniul D este cuprins intre cercul (C) 22 +y* -2z =0& (z —1)?+y*—1=0
si dreapta (d) z +y = 2.

¢) Domeniul compact D este { (vezi Figura 5.1.13).

Rezulta:
V2z—x2 1 1+4/1—y2
I—/d:c/ :rydy—/dy f(z,y)dx.
2 0 2—y
YA
1 __________
D
X
0 /1 e g
Figura 5.1.13 Figura 5.1.14
: l<z<e -
d) Domeniul compact D este (vezi Figura 5.1.14), care se poate
0<y<lInz,
0<y<l1
scrie gi astfel ==
ey <zx<e.

Rezulta:
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I—/dx/ xydy—/dy/ f(z,y) dx.

3. Sa se calculeze trecand la coordonate polare urmatoarele integrale duble:

a // sin\/x2+y2da:dy, (D) : 7% < a? +9? < dr?

2?2 2
/f 1——_- mm% (D): S+ %<1
// dx dy, (D): 2 +y*> < x, f este o functie continua.

// 2d:cdy, D): 1< 2%+ y* < 2

DX N
e arccos ————dzdy, D ={(z,y) € R?* 2*>+y>>1, z+y<V2,2—y<
)A@ gy {(z.y) y > y < y <

1
gﬂ,xzﬁ};

a? < 2?4+ y? < b2,
f) // f(z®> +y*)dxdy, (D) : { - vo= f functie continua, (a, b > 0).
D z < a,
2
// s dedy, (D): & +3* <1,
4 — xQ +y ) 2
Rezolvare. a) Facem schimbarea de variabile z = rcosy, y = rsingp. Domeniul
. . m<r<2m -
compact D este transformat in domeniul D : (vezi Figura 5.1.15).
0<¢<2m,
Rezulta:
2T 27 2w 2w
I = //~rsinrdrdg0 = / / rsinrdrdy = (/ rsinrdr) : (/ dgo) =
D o . o T 0 T 0
=27 <—r cosr| +sinr ) = —672.
AY
AT
27'C ~
T T | D
X n
(0] T 2n |
| 9
o} 2n -
Figura 5.1.15
b) Folosim coordonatele polare generalizate x = ar cos ¢, y = brsin p. Domeniul D
o L 0<r<l1 -
se transforma in domeniul D : (vezi Figura 5.1.16).
0 < ¢ < 2m,

(7, y)

(7, )

Deoarece = abr, rezulta:
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TN
0 e 1 A

Figura 5.1.16

ol

Vs

1 fon 1
I://N\/l—TQ'ade’l“d(p:// \/1—r2-abrdrd<p:ab</ 7“\/1—er7“>><
D 0 Jo 0

2 r2=u 1 - 1— 3/2 1 2 b
x(/ d@) = abﬂ/ V1—udu=abr (1=u) _ 2om
0 0 3/2 0 3

¢) Notam z =rcosy, y = rsing. Introducand pe z si y in inegalitatea domeniului

D obtinem: 72 < rcos¢, deci cosp > 0sir < cos . Deci:

T e,<T
(D):§ 270
0 <r<cosg, (vezi Figura 5.1.17).
y A Ar
] X
5 1 0
Ty o o -
Figura 5.1.17
Rezulta:
w/2 cosnp w/2 cos p
T—/ / tg@)-rdrd@z f(tg@)-(/ rdr) d<p:
w/2J0 —7/2 0
= t de . =
_ﬂ/gf(g“o) 2 Qi 1+u2 2 1+u2
d) Introducand pe x = rcos p, y = rsin ¢ in inegalitatile care deﬁnesc domeniul D
1 —~ Tcp<l
obtinem 1 < 7% < 2rcosp = 1 <71 <2cosg, cosgp > = = (D) : 3 3
2 1 <r<2cosp,
(vezi Figura 5.1.18).
Rezulta:
w/3 r2cos¢ 1 r7/3 5 5 /3 9
/ tg?e - rdrdcp——/ tgZp (dcos® ¢ — 1) dp =2 sin” ¢ dp—
—x/3J1 2 —7/3 —m/3
1 [=/3 7/3 1 — cos2p 1 pn/3 T
—= tg?p+1—1)dp =2 ———d ——/ tgp) dp+ - =
5 /(gso Jdo=2] — vmg ) tee) det 3
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O
N
VY X%
I
A°)

Figura 5.1.18

e) Domeniul compact D este desenat in Figura 5.1.19.

Trecem la coordonate polare © = rcosg, y =rsing, r >0, ¢ € [—m,«|, relatii care

introduse in inegalitatile domeniului D ne dau:

r>1 r7‘21
cos ¢ +sing < V/2/r reose >1/v2, g €[-n/2,7/2]
cos ¢ —sinp < V2/r cos <<P— %) <1/r =
reosg > 1/v/2 Lsin(%—@)ﬁl/r
( ( m
r>1, g€ -m/2,7/2) 996[—1,1]
: < 5
) \smgz;l_cosgo N TZmaX{l, V2 }
cos(z—¢>§1/r§\/§coscp 2cos ¢
1 1
T :
sin (= —¢) <1/r <+/2cos rgmln{ . S I }
\ <4 SO)‘ /rs 7 \ cos(z—go) Sln(z—gp)

by

Ar
L ~ -2
A\

A /Y

| |
k78 | |
L , | >
77 T4 O Ty4
Figura 5.1.19 Figura 5.1.20
T 2 ~
Deoarece pentru ¢ € [——, —| avem max< 1, L = 1 obtinem domeniul D:
44 2cos @
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T
| ¥ [_Z’Z
1 <7r <min L , ! }
oS (% — cp) sin (% — cp)
Deoarece:
L , daca ¢ € {0,—}
) { 1 1 } ] cos (% — go)
min - = 1
cos (% — go) sin (% — go) , daca ¢ € {——,0} )
sin (% — go)
rezultii ci D = 51 U 52, unde:
T T
. —Z <p<0 . 0<p< Z
Py gcrc bt Py 1
- sm(% cp)’ - _cos(g—cp)’

(vezi Figura 5.1.20).

Deducem astfel:

I—// arccosrcosgo rdrdp = — // T cpdrdgo—l—// r-pdrdp =

l/sm l/cos Z—p d
=— godgo/ )rdr+/ godgo/ ) )rdr:—/ £ TSN 4 +
—m/4 ~m/4 2 sin (% — cp)

w/4 d 0 /4 T e 1 r7/2 1
L iy L [ UG
oS (— — cp) —m/4 7/ sin” u

w3 Gt = 5 L (G rmnyaneg [V (5 =) gy
2 U ol a U ﬂ/4 ctgu) du 5 u) (tgu) du
w2 1

2

T

_1<7r ) t 7r/2 1/W/2cosu ( )(t )7r/4 /W/4 s1nud
33 ~al\g vl g ) g~ v)uet 2 Y

4 SInu 0 COsS U
71'2 1 w/2 /4 7'('2 2 In2
5= ln (sinu) o Eln (cosu) .~ 3—2 ) + —= 5

f) Trecern la coordonate polare z = rcosp, y = rsing. Obtinem a? < r? < b2,

a
rcosp <a=a<r<b, cosp < —. Deci:
r

(5) a<r<b

") arccos & < ¢ < 27 — arccos 2, (vezi Figura 5.1.21).
r r

Rezulta: .

b 2m—arccos ¢ b
I :/ (/ . Tre f(r?) dcp> dr :/ rf(r?) (27r — 2arccos %) dr.

2

g) Facem schimbarea de variabile = = rcosy, y = rsin¢. Rezulta % cos? o+
0<p<2r
. Deci (D) : V2

V2
0<r<

/1 +sin? ¢ < _m,

+r2sinp <1 =1r<
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(vezi Figura 5.1.22).
YA oA ‘
“ 21 === | |
|
& S > F
X
a L
© b arccos - ===~ Ve
|
| r
o) a b i
Figura 5.1.21
AY
AT
1
D P S B
X 2psS—
?/ N2 1P TN T
| f ' g
0 T, T 3, 2m
Figura 5.1.22
Rezulta:
2 2 V2/\/[1+sin2g 3 4 riey
I://~ TdegOZ/ dgp/ ——dr =
D4 —rt 0 0 V4 —rt
1 porn |-(4 _ 7‘4)1/2 ﬂ/\/1+sin2w-| 1 fon 4
B 170 d@:__/ 4————— —2|dp=
4 Jo [ 1/2 o J 2 Jo (1 4 sin® )2
27 /1 4+ 2sin® p +sin’ ¢ — 1 = /2sin? ¢ + sin’
- \/ <)0-2 z d90+271':_2/ \/ 90'2 <)Od<,0—|-27rz
0 1+ sin” @ 0 1+sin”¢p
7/2 /2 sin? o + sin* cos o—u 1/3 — 2
:27r—4/ v il 4 P 27r—4/ VOO W .
0 1 +sin” 0 2—u?
—u+ 3 V3 — /31 —4+/3t
Notam | ————==t=>V3—-uw’ =tlu+Vv3), u = ———, du = ———— dt.
u+3 (14 3) 241 (12 +1)2
Obtinem:
1 —4/3t

(V3-1)/v2 /3
I:27r—4/ th+\/§
1

t2+1

1 2

=27 + 96

dt.

V3-1)/v2 (12 +1)(t* —

102 + 1)

] .

: dt =

(2 - 3((11;;22))22) (t2 + 1)2

Descompunem fractia de sub semnul integrala de mai sus astfel:

£ _At+B

Ct+ D Et+ F

B+ —-102+1) 2+1

1292t —1 £2+2/2t—-1
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1
Dupa identificarea coeficientilor numaratorilor de mai sus rezulta A =0, B = 13’
1 1 1 1
C=—— D=—-——,F=———, F = ——. Deaci:
24/2 24 24+/2 24
1 dt 1 1 2(t — /2)

[=27+96 ——/ =
l 12 J(va-nyve t2 +1 48\/_ (V3-1)/V3 12 — 22t — 1
1 1 t 3—1
(+—\/_) dt| =27+ |—8 | arctgl — arctg V3 +
482 fl/ft2+2\/_t—1 V2
22— 22t — 1|t 1
+4/2In — Y —V2In3] =
V2 12 +2v/2t — 1 ]
:4arctg\/_—\/§ln3.

4. Efectuand schimbarile de variabile indicate sa se calculeze urmatoarele integrale
duble:

a)/@@?+y%dxmh<D>:x4+y4g1;{

3 _
=27 + [—27 + 8 arctg
| =

(V3-1)/v2

x* = |rcos ¢
y® = |rsin g|.
x =1/2 4 rcos
b) // (@ +y)dedy, (D): 2* +y* <z +y; / o
D y=1/24 rsine.

T+y=1u

c T dx dy, DT < 1
) [[ (el + ol dedy. (D) a4 Jy] < 1 {x_y:u

d) // 2*y*drdy, D limitat de 2y = 1, 2y = 2, y = x, y = 4z, x,y > 0;
D

TY =1u
Yy _

dz d
// 2:1 : e D limitat de 22+ 42— 22 =0, 22+ 2 —2y =0, 22 +y? — 42 = 0,
37 y

r=——-
22+ 42 — 6y = 0; u2—vi—v2
Y=o
f) // (22 +5?) dr dy, D este limitat de curba 2 = 2cost —cos 2t, y = 2sint —sin 2t,
D
r = u(2cosv — cos 2v
€ [0, 27], (cardioida); ( )
y = u(2sinv — sin 20).
Rezolvare. a) Vom descompune domeniul compact D desenat in Figura 5.1.23 in

patru subdomenii D = Dy U Dy, U D3 U Dy. Atunci:
t= = I I I+
D D1 D2 D3 D4

T = /T COS
Pentru I, = / facem schimbarea de variabile: { v
D

Y= VTSingpa (TJQO) € 51;



Integrale duble. Formula lui Green

unde (D) :

253
V==l Determinantul functional est z.9) !
eterminantul runctional este =
0<p< g ) (r,0)  2v2y/sIn2¢
X
Figura 5.1.23
Rezulta
I, = / / r(cosp + sinp) -
1

1 /7/2sinp + cos ¢
- drdy = —/
2\/5\/51n2g0 2
_ /2 sm<,0+cosg0d 1
- 8o i

2v/24/sin 2¢ 7
/W/2 Vige + d tg@_ult/aa i+ =) x
—_— — - — — u _
V/sin @ cos ¢ 773 &Y Vig cp v 8 Jo Vu
L du iz /W< +1> /wU +1
= — v — U.
1+ u? 8 Jo v/ 1+ v4 T4 vi+1
Descompunem fractia de sub semnul integrala de mai sus in fractii simple
v+ 1 _ Av+B N Cv+ D
(R +V20+1) (12 = V20 +1) ?2+2v+1

v2—V2uv+1
Dupa cateva calcule, obtinem A =C =0, B=D = —. Deci

8/]v2+v§v+1 8/
1

1 v—l—?c’o
V2u+1 4\/§arctg ? 0+
v—goo m
+4\/§arctg Z | :m.

Pentru I, = /

facem schimbarea de variabile z =
Dy

V/—rcosy, y = \/rsinp,
— — 0<r<i
(r,¢) € Dy, unde (D) : § = Determinantul functional este
S Sy
. 2

. Rezulta:
4,/—sin ¢ cos p

D(r,¢)
™ r(—cos ¢ + sinp)
n=

1

drdp =
/2 4y/—cos psin ¢ rav =
7/2 sinwu + cosu

™ —c0s<p+s1ng0d p—F=u
8 0

m
————du=1, = ——=.
Vsinu + cos u ! 4/2

8 Jx/2 \/— cOS psin ¢
Pentru I3 / facem schimbarea de variabile x = —\/—rcos ¢, y = —/—rsinp,
D3
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Osrsl D(z,y)

(r, ) € Ds, unde (Dj) : 37 Determinantul functional este =
T<p< > D

1
=————— . Rezulta:

4/cos psin @

I - / /i’ﬂr/2 —r(cos ¢ + sin ) dr dip = 1/3”/2 —(CO§<P + sin p) dgp ="
\/cos psin @ 8 Jx V/sin @ cos
1 [m/2 smu+cosu T

= - —_— du=1 = ——.
8 Jo v/sin u cos u ! 42

In sfargit pentru I, = // facem schimbarea de variabile x = \/rcosgp, y =

Dy
— __ 0<r<i1i
= —/—rsing, (r,p) € Dy, unde (Dy) : 3 Determinantul functional
5 = < p < 2m.
D 1
este ("T’y) _ . Rezulta:

\/—cosgpsmgo
I = //QW r(cos ¢ — 81n<,0)d do _ 1 p2m cosp—sing do 3T
3r/2 44/— cos psin p 8 J3r/2 \/— oS @sin p

1 /7/2 sinu + cos
inu udu:[1

8 Jo v/sin u cos u 4

Deci ]—]1+IQ+13+I4

5%

b) Facem schimbarea de variabile = 1/2+rcos ¢, y = 1/2+rsin g, relatii care in-

V2
i . 1 = 0<r< —
troduse in inegalitatea domeniului D ne dau (D) : - T2

0 < ¢ <2m, (vezi Figura 5.1.24).

rA

>

NS

X
\ =)

Figura 5.1.24

D(z,y)

D(r, ¢)
\/5/2 2 \/5/2 2

I:/ / [T(COSGO"‘SinQO)"‘l]'Tde(P:/ / [r%(cos @ +sin @) +7] dr dp =

, \/5/20 0 2 . 0 0

— -(sincp—cosgo)0 + = F2m = —.

3 lo 2 o 2
¢) Descompunem si aici domeniul compact D in patru subdomenii D = D; U DyU

UD3; U Dy (vezi Figura 5.1.25). Rezulta:

Determinantul functional este r, deci:
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= S o I S

\ [t

V<

-1

Figura 5.1.25 Figura 5.1.26

Pentru I, = // , In urma schimbarii de variabile indicata v +y = u, * —y = v
D,

_ — u+v>0
S = u+v, y = 27 domeniul D, se transforma in (D) : -
2 U—UZO, US].,
D(z,y) 1

simplu in raport cu axa Ov (vezi Figura 5.1.26). Obtinem astfel = ——, iar:
D(u,v) 2

1 1 u 1 1
I1=// (m+y)dmdy=//~u-—dudv=/ ( Edv) du:/g-Qudu:—.
Dy D 2 0 —u 2 0o 2 3
u+v <0

domeniul D, se transformi in (Ds) :
u—v>0, v>-—1,

Pentru I, = /

Ds>
simplu in raport cu axa Ou (vezi Figura 5.1.27).

Av

\

\ /=

O

iy N

/
-1 1’52 ________ i

Figura 5.1.27 Figura 5.1.28

Rezulta:

]2://D2(_«T+y)d
- %/_01(—7))(—2@ dv =

dyz//52%(—v)dudv:/01dv (/v”%(_v)d@ _

T
1
3



256 Capitolul 5

u+v<0

domeniul Dj se transformi in (Ds) :
u—v <0, u>-1,

Pentru I; = /

Ds

simplu in raport cu axa Ov (vezi Figura 5.1.28).

Rezulta:

I3 = // —r—y dxdy—// dudv— / du/_u
D3 D3
2/ u:§'

g oA . N u+v >0
In sfarsit pentru I, = / domeniul Dj se transforma in (Dy) :
Dy

u—v <0, v<1,

simplu in raport cu axa Ou (vezi Figura 5.1.29). Obt;mern

1 1
I, = // T —y dxdy—// —dudv—/dv —du—/g-%dv:—.
D4 —v 02 3

4
Deci I=L+L+1+14= 3
AV
s 1
1 pall -
| | D
| |
| | ! o
: o 7
X 1 >
-1
Figura 5.1.29 Figura 5.1.30

Observagie. In urma schimbirii de variabile z +y = u, = —y = v domeniul (D) :
ul <1

z| + |y| < 1 se transforma in domeniul (D) :
lv| <1, (vezi Figura 5.1.30).

A

d) Domeniul D se transforma in urma schimbarii de variabile zy = u, = = v in
x
— 1<u<?2
domeniul (D) :
1 <wv<4, (vezi Figura 5.1.31).

D 1
Determinantul functional (z,9) = — (x = ,/g, Yy = \/uv>. Rezulta:
D(u v) 2v v
3

U
dudv du 2v dv Ak

e) Domemul D este desenat 1n Flgura 5.1.32. In urma schimbirii de variabile = =
J— u J—
w242’ y= u2 4 2

2 7
-lnv‘ = gln2.

inegalitatile din definitia domeniului D ne dau:
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yA VA
4r-~1 4f-
| ~
D
! 4
|
21 X=
i \ X 1 1 >u
o1 2 . O 1 2
Figura 5.1.31
Ay
6
Av
1_ _____ ~
3 D 2 //VD
I
1 6 |
X | } _u
o\ 1 2 i of I 1
Figura 5.1.32 Figura 5.1.33
1 2u 1 2v 1 4u <0
w402 w402 T w40 w2+ T w2+ w42 T
1 6v
— <0.
u? +v?  u? +1v2 - .
= TSusg D(x 1
Obtinem (D) : ‘11 % Deoarece (z.9) = —— ,
5 <p< 3 (vezi Figura 5.1.33). D(u,v) (u? + v?)

rezulta:

I= /~(u2 + %)%

f) In urma schimbarii de variabile z = u(2cosv — cos 2v),

oy dudv =

1/2 1/2
i e

D (u?
y = u(2 sinv — sin 2v)
0<u<l

domeniul D mirginit de cardioidi se transforma in domeniul (D) : (vezi
0<wv<2m,
D
Figura 5.1.34). Jacobianul transformarii este DEL y; = 6u(l — cosv). Rezulta astfel:
u, v

1= Jf

(4 cos® v + cos® 2v — 4 cos v cos 2v + 4 sin® v + sin® 20 — 4sin v sin 2v) x
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1 2w
x6u(1l — cosv) dudv:/~6u3(5—4c0sv)(1—Cosv)dudv: </ 6u3du> / (5—
D 0 0

6 27
—4cosv)(1 —cosv)dv = 2 [5—9cosv + 2(1 + cos 2v)] dv = 21.
0
AV
2T
T /VD
X
S
o 1 -
Figura 5.1.34

5. Sa se calculeze ariile domeniilor compacte limitate de curbele:

a) y? =2pr+p%, yr=-2qr+¢> 0<p<uq.

b))y =pz, Y’ =qz, 2 =ay, 2> =by, 0<p<gq, 0<a<b.

¢) (% +9?)? = 8a’ry, (x —a)>+ (y —a)? = da®, a > 0, ((z* + 3?)* < 8a’wy,
(x —a)®+ (y — a)?* < a?).

2 2

r  y\* 2* oy

d)(—+7) =5+ 0.
)(G+5) =mr e

Rezolvare. a) Domeniul D este desenat in Figura 5.1.35.

// dxdy—Z// dz dy,

(D1 este s1mp1u in raport cu axa Ox). De61

—y%+4%)/(29) N/ 2 2 _ 2 1 3
—2/ dy . M:Q/ (y4w Y p>dw:%<——+
)/(2p) 0 2q 2p q 3
1 vPa —pa./Pq Pq+/Pq
OEE (y?‘”ﬂ (152 ) = (5 ) -

Zgﬂ@@+®-

b) Domeniul D este marginit de patru parabole (vezi Figura 5.1.36). Facem schim-
2

Avem:

<

1
q

0

Yy
barea de variabile UZ; = T = Vur?
r variabile: Y
v =" y = vulv.
Yy

p<u<gq . o
lacobianul transformarii

<y <

Domeniul D se transforma in domeniul (D) : {
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D(z,y)
D(u,v)

3
A(D)://Ddxdyz/é%dudvz/pq/ab%dudvz%(q—p)(b—a).
hy

1
= ——. Deci:

este

A
N ry
\pq D
9) 7‘\0 ><N
\ \\
g \&
X
O Ll
X
-p
pq
Figura 5.1.35 Figura 5.1.36

¢) Curba (z? + y?)? = 8a’zy este lemniscata cu varfurile pe bisectoarea intai (vezi

Figura 5.1.37).
y4

Figura 5.1.37

Pentru a calcula A(D) = // dx dy, facem schimbarea de coordonate:
D

T = TCOoS
{ 4 Obtinem: {

r* < 8a?r? cos ¢ sin @

r? — 2ar(cosp + sinp) + a*> < 0

y=rsing, ¢ €[0,7/2]. -
r < 2a4/sin 2¢

r > a(cos ¢ + sin ¢ — \/sin 2¢)
r < a(cos @ + sin @ + /sin 2¢).
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Deoarece 2ay/sin2¢ < a(cos ¢ + sin ) + a/sin2p, V¢ € [0,7/2], iar
a(cos ¢ +sinp — \/sin2¢) > 0, Vp € [0,7/2], rezulta:
(m:{og¢gnp

() = afcos g + sin g — VAITP) < 1 < 20y/ANTF = ()

Deci: )
w/2
// rdrdyp = / dgp/ rdr= - / [4a® sin 2¢ — a®(1 + sin 2+
0
1 [m/2
+5sin2¢p — 24/sin 2¢ (cos ¢ + sin ¢)] dy = 5 / [(4a®sin 2¢ — a®(1 + 2sin 2¢)] dp+
0

/2 _ 2 w/2 2 w/2
+a? /0 \/sin 2¢ (sin @ + cos @) dp = QQQW - a—(cp —cos2p)| +
0
sin p=u

0 2
2
+a? / V2uvl—u? - u- +a / V2uvl —u?-v1—u?. Q—QQ—%—F
V1—u

) 2
+a2\/§/ u3/2(1 —u2)’1/4 du+a2\/§/ u1/2 1—u )1/4 du “="a? — %—i—
0
1 dv a’m
2 2/ 341 )14 2 / e T
+a®Vv2 | w 2\/_+a\/_ NG a 1 +
a2 2
N S
4 V2
a’ 3 5 a’m a’m F(%)F(%)
_B - 7)) = 2 7" 2 23(_ _>: 2 7" 2 9.\ \* _
+\/§ <4,4> a 4+a\/_ 11 a +a*V/2

:aQ—GQ—W—l—cﬁ\/@M—cﬁ—a%—%aQﬁ- i :a2<1+%>_

BN

4 1 4 4 sin ¥ I

d) Pentru a calcula aria lui D, A(D // dz dy facem schimbarea de variabile:

Ly Aceste relatii introduse in inegalitatea care defineste domeniul D ne
y = brsin® .

2,.2 b22 2 2

dau r* < £C084(p + — 12 sin o = r? < — 7 cos’ p + — 12 sin* . Obtinem noul domeniu
0<¢<m/2

{ x = ar cos? ¢

h2

(D): E

= 2abr cos g sin p, rezulta:

a2
Ogrg\/ﬁcos‘lgo—l—
D(z,y)
D(r, ¢)

// 2abr cos @ sin @ dr dp = / dy / 2abr cos psin p dr =

1 a’b [ cos®) /2
—/ 2abcos psin g« = thos cp—l—kQ sint @ | dp = — o2 -

+
Lab (s’ b a B
k2 6 o 6 \hz k2)

Deoarece

0
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6. Folosind integrala dubla sa se calculeze volumele corpurilor limitate de urmatoarele
suprafete:

a)z=14x+4+y, 2=0, c+y=1, =0, y=0.

b) 2?2 + y? + 22 — 4a® = 0, 2% +y? — 2az = 0.

m m
c) z=cosz-cosy, z=0, |:1:+y\§§, \:c—y|§§.
2 2 .2 2 2 2 2 2 2
[ Vo oyt oz oyt oz
Detpta=batp-—a >0 <9+b—2f§>-
x
e) z =1’ +y* xy=a’ wy=2a* y=7, y=2u

2
Rezolvare. a) Corpul limitat de suprafetele indicate in enunt este desenat in Figura

5.1.38. Avem:

<1
V:// (14 x +y)dxdy, unde (D) : { Ty
D

x,y >0 (vezi Figura 5.1.39).

yA
1
D
RS
O 1T
X Figura 5.1.38 Figura 5.1.39
Rezulta astfel:
1 1-x 1 yQ y=1-=z 1
V:/ </ (1+:r:+y)dy>d:v:/ y+xy+ = dx:/[l—x+
0o \Jo 0 2 ) ly=o0 0
,  (1—x)? p 1 N
— — =lr——+=(x—-1 = .
=2t ] r= o= + G(x ) =%

b) Corpul limitat de suprafetele date este OABC DFE, desenat in Figura 5.1.40. Avem:
V= 2// \4a? — x? — y? dx dy,
deci V este de doua ori voijumul corpului limitat de planul Oxy, sfera si cilindru. Domeniul
D este x? + y? — 2ax < 0, (vezi Figura 5.1.41).
Pentru a calcula integrala dubla de mai sus facem schimbarea de variabile x =
= 2ar cos ¢, y = 2ar sin . Introducand pe x si y in inegalitatea domeniului D obtinem:

4a’r? cos? p + 4a’r? sin® ¢ — 4a’r cos p < 0 = 4a®r? < 4a®cos p = r < cos @,
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3
cu conditia cosp > 0= p € {0, T U [%, 27r]. Astfel in urma schimbarii de variabile de

2

0<r<cosyp

mai sus, domeniul D se transforma in domeniul (D') :
p € 10,7/2] U [37/2, 27].

A

§
V<

A

0] a 2a
~a
\\
e 7
\-2a
Figura 5.1.40 Figura 5.1.41

Obtinem astfel:

w/2 rcosp
V:Q// V4a? — 4a2r? - 4a®r dr dp = 16a® (/ / rv1—r2drde+
D/
cos ¢ w/2 rcos
// r\/l—Terd<p>—32a / / rv1—r2drdp =
3m/2

_ 32a3 /7r/2 [_1 - (1 o )3/2 r= cosw] 32
0 2

w/2 32
d :—3/ 1 — sin® @) dp =
3 p=za | (1 —sin” ) dy
cos? ¢
3

ga?’ (¢ + cos p—

=0
/2 16a® '

0

(3m —4).

z+y <7m/2
c) Avem V = // 2(z,y) dx dy, unde z(z,y) = cosxz-cos y, iar (D) : | yl </
? v~y < 7/2,
(vezi Figura 5.1.42). Pentru a calcula integrala dubla de mai sus facem schimbarea de
u—+v
Try=u T= ~ /2 < u< 1)2
variabile / = u 2 » Obtinem domeniul (D) : T/2sus/
T-y=v y=— —1/2 < v < T/2
D 1 — N 1
Deoarece (z,9) = ——,rezulta ca: V = //~ (cos utv, cos & v) “dudvy =
D(u,v) 2 D 2 2 )9

72 )2 1 w/2 /2
/ COSU+COSUdudU:—<7T/ Cosudu+7r/ cosvdv>:7r-

—m/2J)—7/2 4 —7/2 —7/2
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YA

A A%

N

-1t/2

Figura 5.1.42
d) Corpul limitat de suprafetele din enunt (elipsoid gi con) este desenat in Figura
5.1.43. Avem V = V; — V5, unde V; este volumul corpului limitat de elipsoid si care se

proiecteaza pe planul Ozy in D, iar V5 este volumul corpului limitat de con si care se
2 2

proiecteaza pe planul Ozy in D, unde (D) : — + zb/—Z < 3 Rezulta astfel:
2 P 2 2
V://D<C\/1_§_b_2_c _2+b_2 dx dy
0<r< 1
= ar cos — <r<—
Facem schimbarea de variabile { rear ' v — unde (D) : V2
y = brsin g, (T,QO)ED, 0< <27

Obtinem:

1/V2 pon
V://~(C\/1—r2—cr)abrdrdgpzabc/ / (V1—r2=r)rdrdp =
D 0 0

1/v2 1 3\ |1/V2 b
= 27rabc/ (rv1 — 12 — r?) dr = 27abe (—g(l — 232 _ %) = m; C(2 —V2).
0 0
Az
y A
C V 2a - -\ -
c 0o el Y O

b
~5
\
\
N
\
AL
t \k
I
\I\‘,\
o
B
//I\)<
V<
— N
ﬁ:‘/v
g
5
Q
e
:
|
A\ M

Figura 5.1.43 Figura 5.1.44
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e) Suprafata de sus a corpului este 2 = 22 + 4> (paraboloidul eliptic), iar domeniul D

din planul Ozy este limitat de curbele zy = a2,

5.1.44). Avem:

V:2// (2° + y?) dx dy.
Dy

xy = 202, y = g, y = 2z (vezi Figura

xTry = = 4\/U
Facem schimbarea de variabile yy { Obtinem domeniul
— =70 = \/_
x
—~ a?> < u < 2a?
(D) :
1/2<v<2.
D 1
Determinantul functional fiind (x, v) = —, rezulta:

D(u,v)  2v

2a® 2 1 2a? 2a®
V=2 au <3+uv>-—dv—/ du/ ( +u> o= (—3+
a? 1/2 \v 2v 1/2 v? a2 v

= U
v__du—/az <—§+2u+2u——> du— 5

7. Sa se calculeze masa si coordonatele centrelor de greutate ale placilor omogene

+uv)

(0 = 0o) limitate de urmatoarele curbe:
a) 2?3 4923 =a?3 >0, y>0; b) VI+y=+a, ©=0, y=0;
¢) z =a(t —sint), y=a(l —cost), 0<t<2m, y=0.
Rezolvare. a) Avem M = gg/ dedy = oo+ A(D), unde D este domeniul
D
din primul cadran marginit de astroida (vezi Figura 5.1.45). Pentru a calcula inte-
9 . : . xr =rcos’p
grala dubla de mai sus facem schimbarea de variabile — unde
y=rsin*p, (r,¢) € D,
~ 0<r<a
(D) :
0<p<m/2
D(z,y)
D( 9
™/2 3r 3r? |
—QU// — sin 2g0drd<p—g0// —sm 2<pdrdg0—90? X

0
y /7f/2 1 — cos 4(,0 do — 3a? ( sin 4(,0)
0 2 P P

= 3rsin? ¢ cos? ¢, rezulta:

Deoarece

/2_3a7rgo
o 32

3a’m

De aici deducem ca aria domeniului marginit de astroida este
Coordonatele centrului de greutate sunt:
1 1 3 o
= — dd:—//~ cos” ¢ - 3rsin? ¢ cos? dd:—/ 2 drx
To M//ngoxy MDQOT @ orsi @ paray MOQOTT
3a® 0o (sm o 2 . sin7<p> /2

w/2
X / (sin @) sin? (1 — 2sin? ¢ + sin” ) dp = i — —sin’ ¢ +
0

3 5 7 0
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8a’oy  256a |
= = , lar:
105 M 315w
1// dz d 1// in? o 3rsin? g cos? g dr dp = o |
= — rdy = — rsin® o - 37 sin® @ cos rdp = —o09—
Yo Vi D?JQO Y M 5@ ¥ 2 12 2 MQU3 .
w/2 256
x/ (= cos )’ cos® p(1 — 2 cos? p + cos® ) dp = ¢
0 315w
Deci 256 a
eci xg=yyg=—.
R T
Ay
A
y a
a
a D D
22 - ;
I X X
Figura 5.1.45 Figura 5.1.46

b) Avem M = g // dx dy, unde D este desenat in Figura 5.1.46. Facem schimbarea
D

T =rcost g — 0<r<a
de variabile ) — unde (D) : 7r
y=rsin*p, (r,p) € D, 0§30§§-
D
Deoarece DEL y; = 4rsin® ¢ cos® ¢, rezulta:
r,e

a /2 a /2 gin3 2
M = gg/ 4r dr/ sin® ¢ cos® ¢ dp = g 212 . / s1n8 Ld
0 0

2 /2 2 3 9
— cos”2¢) dip = _% / (cos 2¢) (1 — cos® 2¢) dyp = _T% 890 <cos 20 — cosg SO)
0

2
a= 0o

6
Coordonatele centrului de greutate sunt:

1 a
:r:g:Mgg//D:chdy:%//ﬁreos‘l@-4rsin3gocos3<pdrd<p:%/0 472 dr x

2 rm/2
do = o - a_/ sin 2p(1—
4 Jo 2

0

x /0 sin® ¢ cos” p dyp = — 5]\50 (cos )'(1 — cos® p) cos” pdp = — 51\50 (COSS L
cos’®p\ 72 dPo  a |
- = = —, iar
10 0 30M 5

1 Qo . 4 . 3 3 90 @9
Yo = — 0o ydrdy = — [[_rsin® ¢ - 4rsin” pcos” pdrdp = — [ 4r*drx
o D . D 0

></ sin” pcos® pdp = —.
0 a 5

Deci To = Yo = g

¢) Domeniul D este limitat de prima bucla a cicloidei (vezi Figura 5.1.47). Con-

siderand pe D simplu in raport cu axa Oy avem:
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21a Ta
_90// d$dy_90/ / d%‘dy—Qo/ y(z) du.

Facem schimbarea de variabild © = a(t — sint) = y = a(1 — cost), dx = a(l — cost) dt.
Deci:
2w 27
M = QU/ a(l —cost) - a(l — cost)dt = an2/ (1 —2cost + cos’t) dt = gpa®(t—
0 0

» 7j_'_t_i_sin%)?
—25sin —
2 4

= 371 opa’.

[e) ‘ Ta 2Ta

Figura 5.1.47
De aici deducem ca aria domeniului mérginit de cicloidi si de axa Ox este 3ma?.

Apoi Coordonatele Centrului de greutate sunt:

27ra 2ma
0

= % (t - Slnt) (1 — COS t) dt = Q;]\; / (t — gin t)(l — 2cost + cos? t) dt =
goai’)o t2 27 27 on 0 cos3t) 27
:—M (5 —2/ tcostdt+/ tcothdt—i—((:ost—cos?t—i— 3 ) U):
3 o ] 2 3.2
_ Qo (27‘( — 2t smt‘ —|—/ "_C% dt) 390]\04 — ar, iar
27ra 2ma Y ( )
QO// ydxdy_M/ dx/ ydy_ 5 dr =
2
= 29]\04 (1 —Cost) a(l —cost)dt = 920;[ (1 —3cost + 3cos’t — cos3t) dt =

”_57rgoa _ da
o 2M 6

gga ¢ 3sint 4o 3 (t n sin 2t> - sm t
= — 3sin — [sint —
2M 2 2 3

5
Deci xg =am, yo = Fa‘

8. Sa se calculeze momentele de inertie I, si I, in raport cu axele de coordonate Oz

i Oy ale placii omogene (9o = 1) limitata de curbele:

xy=a% xy=2a® =2y, 20=y, x>0, y>0.

Rezolvare. Avem:

[x:// Qoy2d:cdy:// y*dz dy, Ty:// QOxdedy:// z? dx dy,
D D, D, Dy

unde D, este domeniul desenat in Figura 5.1.44. Pentru a calcula integralele de mai sus

. o ey = = a® <u < 2a®
facem schimbarea de variabile — unde (D):
y/xr=wv, (u,v) € D, 1/2<v<2.
D
(z.9) i, rezulti:
D(u,v) 2v

Determinantul functional fiind
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2a? 2 2
I, —// uv - —dudv—/ Edu dv:u—
2 1/2 4

a2 'v1/2_ 8 ’
2a? 2 1
]y://~—-—dudv:/ Yau- [ = dv=
Dv 2u a2 2 1/2 v?
9a*

2a2 1
T ()]
8

9. Aplicand formula lui Green sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:

2
2a 2 9

1/2

Deci I, =1, =

a) I = / —y3dr + 23 dy, unde T este cercul 2> + y?> = 1 parcurs in sens direct
r
trigonometric.
b) I = / e”[(1 — cosy)dr — (y — siny) dy|, unde T este conturul parcurs in sens
r

direct trigonometric, care margineste domeniul compact 0 <z <7, 0 <y <sinux.

Rezolvare. a) Functiile P(z,y) = —y3, Q(z,y) = z* sunt continue cu derivate
partiale continue pe D si 5 = 312, a—Q = 32%, unde (D) : 2% +y? < 1, (vezi Figura
Y T
5.1.48).

Domeniul D este simplu in raport cu axa Ox si cu axa Oy. Rezulta astfel conform

formulei lui Green ca:

I= /de—i—Qdy // (6—x_—y> dxdy://D(SxQ+3y2)dxdy:3//5r3drdgp,

o . . T =TCoSp — 0<r<1
<arn facut schimbarea de variabile — unde (D) : )
y =rsing, (T,(p)ED, 0<¢ <27
Obtinem:
1 p2r pA 3
1=3[ [Tidrdg=3"| or ="
0 Jo raray 4 1o T
Ay
s r
D
X
) 1 .
X
T —> >
0 - n
Figura 5.1.48 Figura 5.1.49

b) Functiile P(x,y) = e"(1—cosy), Q(x,y) = e*(siny—y) sunt continue cu derivatele
P
partiale 50 = e sin y, e e”(siny —y) continue pe D (vezi Figura 5.1.49), unde (D) :
Yy x
0<x<m 0<y<sinz.

Conform formulei lui Green obtinem:

]—// (6—x_—y> dxdy://De’”(siny—y—siny)dxdyz//jj(-t?my)d%dy:
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—/ da:/sm dy—/ﬂ(—ex)-y / — -sin :rdx——z/ e’ (1—
0

27 e cos 22 da,
4/Uecosxx

2

—cos22)dr = ——
cos 2x) dx 46

Calculam integrala [, = / e’ cos 2z dx = e” cos 2x‘2 + 2/ e’sin2xdr =e" — 1+
0 0

+2¢e* sin 2:1:‘2 — 4/ e’ cos2xdx = e™ — 1 — 41,. Deci:

0

e" —1 e™ 1 €€ -1 1 1—¢€"
] — i [ = —— — .« — = X
1=y 0 M F 1T T 1T T

10. Sa se calculeze integrala:
I:/ (42 — 3 — 2% — y?) dx dy,
D

unde (D) : 2?4+ y? — 4z + 3 < 0. Si se indice apoi o posibilitate de a calcula integrala

dubla cu formula lui Green.

Rezolvare. Domeniul compact D este desenat in Figura 5.1.50. Pentru a calcula
integrala dubla facem schimbarea de variabile z = 2 +rcosp, y = rsing, (r,¢) € D,
unde(ﬁ): 0<r<1, 0<p< 2.

D 1

Deoarece (z,9) =r, rezultd I = //~(1 — ) rdr dg0:27r/ (r—1%) dr=".
D(r, ) D 0 2
yA Ay

N\
=

Figura 5.1.50 Figura 5.1.51
0 oP
Folosind formula lui Green avem: —Q 0 4o — 3 — 2? — o>
Zz Y
0 oP
Vom identifica 8—Q =4z — 3, i 2% +y®. Atunci Q(w,y) = 22% — 37 + ¢1(y),
€T Y

3
P(x,y) = 2%y + % + @o(x). Functiile @1 gi ¢y le putem lua egale cu zero deoarece

wo(x) dr + ¢1(y) dy este o diferentiald totald si atunci integrala ei pe un contur inchis

(cercul T' care marginegte pe D) este zero. Atunci:
%

I:/ (x Y+ 3> dz + (20* — 3x) dy,
r
I fiind cercul de ecuatie 22 + y? — 42 + 3 = 0, parcurs in sens direct trigonometric. Avem

(T): x=2+cost, y=sint, t € |0,2n] si:
27 : 3t

I:/ {[(2—|—cost)2 sint + SH; ] - (—sint) +[2(2 4 cost)? — 3(2 + cost)] cost} dt =
0
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sin?2t (1 — cos 2t)?

1 5 +8cost + 8cos’t + 2cos® t—

21
= / [—4sin2t — 4sin’tcost —
0

27
—600st—300s2t] dt :/ (—4+900s2t+2cost—4sin2tcost+2c0st(1 —sin?t)—
0

_l-cosdt 1—2c0s2t+cos22t> g — 8549 (E N sin2t> 2W+2sint2ﬂ—48in3t 2m
8 12 2 4 0 0 3 o
+2<sint—sm3t> 2W—z+isin4t2ﬂ—E—i-l-ﬂ%—i<E+M> QWZE.
3 0 4 32 0 6 6 2 o 12 \2 4 0 2

11. Sa se calculeze cu ajutorul integralelor curbilinii, folosind formula lui Green,
ariile domeniilor compacte marginite de urmatoarele curbe:

a) z =acost, y=bsint, 0<t<2m b) (r+y) =azr, a>04iaxa Oz;

c) 2 +y3=3axy, >0, y>0, a>0.

Rezolvare. a) Avem A(D) = %/Fx dy — ydx, unde T este elipsa

T =acost —
(vezi Figura 5.1.51).
y = bsint, t € [0, 27],

1 27
Obtinem A(D) = 5 / l[acost-bcost+ bsint - asint] dt = wab.
0
b) Pentru a desena domeniul compact marginit de curba (T') : 22+ 22y +y* —ax = 0
trebuie mai intai sa o studiem. Avem:

1 1 —a/2 p

=0, A= 1 1 0 =7 # 0.
—a/2 0 0
Deducem ca avem o parabola. Valorile proprii A, Ay sunt solutiile ecuatiei:
1-A 1
1 1—A
Pentru A\; = 0 coordonatele vectorilor proprii corespunzatori satisfac sistemul

11
11

o=

=0 <:>(].—)\)2—1:0 é)\l:[], Ay = 2.

r+y=20
{ Y 0 = y = —x. O baza in subspatiul propriu corespunzator lui \; = 0 este
rT+y=

formata din €} = ; Pentru Ay = 2 coordonatele vectorilor proprii satisfac

—r+y=0

0 = x = y. O baza in subspatiul propriu corespunzator lui Ay = 2
rT—y=

sistemul {

este formata din €5 = —2z + —J.
Matricea schimbarii de baza de la baza canonica la baza B = {é), €5} este
IR,
o\ =12 12

felul urmator:

). La schimbarea bazei coordonatele unui punct se schimba in
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=1/V22' +1/V2y
X oy o { P72V
y=—1/V2a' +1/v2y.
Inlocuind aceste relatii in ecuatia curbei I' obtinem:
2y’2:ixl+iy1©2 yl_i :i ‘/L‘I_'_L
V2 V2 42 V2 8v2)
1 ﬁ — y//
Facem in continuare translatia Y si gasim astfel ecuatia redusa a
4+ —=21"
a 8v2
arabolei 2(y")? = —=a"
P (y ) \/i
_ + L " + _y//
Legatura intre coordonatele (z,y) si (z",y") este 31)2 \{i \{i
_ e o o
Y 16 \/ix + \/iy .
3
Varful parabolei este V(2" = 0, y" = 0), deci V x 1a6, Y= 12) Obtinem astfel

parabola desenata in Figura 5.1.52.

‘ ttl
y A y

\ o

Figura 5.1.52

1
Conform formulei A(D) = 3 / xdy —ydr,unde I' =T Uy, cu:
r

LSRR SR B
YUl =t 4 Vi, t e a0, ) y=0, telo,a,

rezulta: 2/ l ( 1+W)—(—t+\/ﬁ)] dt+%/ﬂa0dt:i/oa\/adt:_

c¢) Pentru a obtine o parametrizare a buclei foliului lui Descartes, notam ¢ = J si
x
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atunci obtinem 301’ Foliul lui Descartes este desenat in Figura
= te 0 :

1 + t37 [ 3 OO)
5.1.53 (pentru constructia sa vezi cursul de algebra [11]). Rezulta:

/ 4 4 / 3at 3a(2t —t')  3at® 3a(l —2t%) @t
T —yar = . . =
o pTTIEES ) Ty e 1+t3) 116 (1+)?

9 t(2t — t*) — t2(1 — 2¢3 9 co 2 4¢P 9a% oo 2 u
:i/ ( ) Jgp 2 200 (2 L8 90k = B e
2 Jo (14 t3)3 2 Jo (1+1¢3)3 2 Jo (141t3)2
_E/w du___ 3a”
2o (T+w)? o 27
Ay

2o

Figura 5.1.53

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

12. Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:
a) // sin (mx + ny) dz dy, unde D = [0,a] x [0, b].
D

y J—
b) //D (422 + )" dr dy, unde D = [1,2] x [0, 1].

2
c) // ﬁdw dy, unde D este limitat de y =2, 2 =0, y = 1.
// ( + —) dx dy, unde D este domeniul compact marginit de triunghiul cu
varfurile O(0,0), A(a,0), B(0,b), n # 2.
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e) // 2P~y drdy, p>1, ¢ > 1, unde D este domeniul limitat de z +y =1,
z=0,y £ 0.

f) //D |zy| dz dy, unde D este domeniul marginit de cercul de raza a si cu centrul
in originea coordonatelor.

g) // xydwdy, unde D este limitat de y = 22, y = 22 + 3.
D

h) // (zy+y?) dx dy, unde D este limitat de parabolele 32 = 2px si 22 = 2py, p > 0.
D

i) // arcsin \/z + ydr dy, unde D este limitatde 2z +y =0, 24+y =1, y = —1,
D
y=1.

5
)// xydzr dy, unde D este limitat de :Uyzl,x+y:§_

// — 3 _dzdy unde D este domeniul marginit de triunghiul OAB, O(0,0),
:E + y+1)2
A(1,0),

13. Sa se calculeze trecand la coordonate polare urmatoarele integrale duble:

2 2 . 2 2 9
a) //D\/mm“dy, unde (D) : 2? +y2 < o’
ZE2 y2
b) // (_2+b_2> dl‘dy, unde (D)' x2+y2 S RQ.
a

// :r2 +y?)dx dy, unde (D): x?+ y? <1, f functie continua.

22 g
d) //(:1: +y*) dxdy, unde (D) : —+b—2§1
v 22 g
e) // 2%*y? dx dy, unde (D) : —+b—2§1, x>0, y>0.

// arcsm( (z* +y )1/2> dr dy, unde (D): 72 < 2%+ y? < 472
g) // f(x,y)dx dy, unde (D) : a® < 22+ y? <V?, y >z, f functie continua.

2
// i A — v drdy, unde D: 2%+ y? —2ay <0, y < a.

14. Efectuand schimbarile de variabile sa se calculeze urmatoarele integrale duble:

4oy =
a) // |cos (z +y)|dxdy, unde (D): 0 <z <, OSySW;{x y=u
D

T =Y ="1.

b) // e@ /@) g dy, unde D este limitat de y> — 2pz = 0, 22 — 2py = 0;
D
r=u?v
y = uv?

4b 3b a2y
// \/+———b—2d.frdy, unde (D) : T <y< ) < 15 a,0;
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r =auchv
y = bushwv.
d// in /22 + 42| dz dy, unde D este limitat de curbele (I'y) : o = tcost, y —
) D|s1n 22 4+ y?| dxdy, unde D este limitat de curbele (TI'y) : = =tcost, y
= tsint, t € [0,2n] (spirala lui Arhimede) si (I'y) : = = ¢ y = 0, t € [0,27];

T = UV Ccosv

{ Yy = uvsinv.

15. Sa se calculeze ariile domeniilor limitate de curbele:

a) (x —y)?+22=a? a>0. b)(2*+y*? =8a’ry, = >0.

c)r+y=a, t+y=>b, y=ax, y=p0zr, 0<a<b 0<a<pf.

16. Folosind integrala dubla sa se calculeze volumele corpurilor limitate de urmatoarele
suprafete:

a) 22 +y? —2ax =0, 2> +y*>=2pz, 2=0.

b) z =122+ y? y=2a?

, y=1, 2=0.

c)z=x2+y? > +y’==x, 2’ +y* =2z, 2=0.

d) z=e ) 2=0, 22 +y?> =R

e)z=a2 4932 =0 x4+y=1, =0, y=0.

17. Sa se calculeze masa si coordonatele centrelor de greutate ale placilor omogene
limitate de urmatoarele curbe:

a) (22 +9%)?=2a’ry, >0, y>0. b)ay=2% x+y=2a, a>0.

18. 5a se calculeze momentele de inertie I, si I, in raport cu axele de coordonate
Oz i Oy ale placii omogene (gy = 1) limitatd de curba z* + y* = a?(2? + y?).

19. Sa se determine aria cuprinsa intre parabolele y? = 2pz si 22 = 2py, (p > 0)
precum si momentul ei de inertie in raport cu originea, 0 = .

20. Sa se calculeze integrala:

IZ/F(fr+y)dfv— (x —y) dy,

2 2

unde I' este elipsa — + i 1 parcursa in sens direct trigonometric. Sa se verifice apoi
a
rezultatul cu formula lui Green.

21. Sa se calculeze cu ajutorul integralelor curbilinii ariile domeniilor marginite de

urmatoarele curbe:

a) (22 +y?)? = a®(2> — y?), (lemniscata). b) 2?3 44?3 = a?/3, (astroida).
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(cardioida).

) r = a(2cost — cos 2t)
c
y = a(2sint —sin2t), ¢ € [0,2n],

§2. INTEGRALE TRIPLE

Fie G C IR? o multime cubabild sau mdasurabild Jordan, adici o multime marginita cu
proprietatea ca pentru orice € > 0 exista figurile poliedrale P., (). astfel incat P. C G C Q.
$iV(Q.)—V(P.) < e. Numarul V(G) = Isjlé%V(P) = GHCIfQV(Q) se numeste volumul figurii
spatiale G. Prin figura poliedrala intelegem figura spatiala compusa din unul sau mai multe
poliedre (corpuri poliedrale). Un domeniu compact G C IR* (o multime compacta cu G
domeniu) este cubabil, adica are volum.

Functia f : G — IR este integrabila pe G (G multime cubabild), notat f € R(G),
daca 31 € IR a.i. Ye > 0 3d(¢) > 0 cu proprietatea ca pentru orice A € D (multimea
diviziunilor lui G) cu [|A|| <0, A = (Gi);—17

oa(f,zi) —I| <e, unde oa(f, 2;)= Zle

Numarul 7 se numeste integrala tripla a func’glel f pe multimea cubabila G si se
noteaza I—// f(z,y,2)dedydz.

Proprietati. a) Fie f, g - G ¢ R*> — IR, G multime cubabila. Daca f € R(G),
g € R(G), A\, p € R atunci Af + ug € R(G) si
//G()\f(x, y,2) + pug(x,y, 2)) dxdydz:)\//Gf(x,y, 2)drdydz + u///Gg(x, y,z)drdydz.

b) Fie G = G U Go, Gl, G5 multimi cubabile cu Gol N GOQZ (0, iar f : G — IR. Daca
f € R(G) atunci f € R(Gy) §i f € R(Gy) si:

// fxy, dxdydz—/// f(z,y,2 dxdydz-i—/// f(z,y,2)dedydz.
Si invers daca f € R(Gy) si f € R(GQ) atunci f € R(G) si are loc egalitatea de mai sus.

c) Fie f, ¢ : G — IR, G multime cubabila, f, g € R(G) si f(z,y,2) < g(x,y, 2),
V(z,y,2) € G. Atunci:

// f(z,y,2) dardydz</// :ry, ) dx dy dz.

d) Fie f : G — R marginita, f € R(G), M = sup f(z,y,2z), m= inf f(x,y,z2).
(z,y,2)€G (z,y,2)€EG

si Vzi € G, i =1,n rezulta:

Atunci:
m-V(G) < //Gf(x,y,z) dedydz < M -V (G).
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e) Daca f € R(G) atunci |f| € R(G

// f(z,y,2)dedydz| < // ‘fl‘ya )| dx dy dz.

Teorema 5.2.1. Dacd G C IR’ este un domeniu compact, cu V(G) # 0, iar f : G —

— IR este o functie continua pe G atunci f € R(G).
Teorema 5.2.2 (Fubini). Fie G un domeniu compact din IR* simplu in raport cu
axa Oz, dat prin inegalitatile:
{ 2z, y) < 2 < z(z,y), V(z,y) € DC IR?, D domeniu compact,

21(z,y) < z9(x,y), V(z,y) € D, 21, 25 functii continue.
z2(2,y)

Daca f: G — IR, f € R(G) si pentru V(z,y) € D 3 I(x,y) = /( | f(z,y,2)dz
z21(T,Yy
atunci I € R(D

// flz,y,2 d:rdydz—// da:dy/ f(z,y,2)dz.

Consecinta 5.2.1. Daca G este un domemu compact simplu in raport cu axa Oz,
iar f : G — IR este o functie continua atunci sunt indeplinite toate ipotezele din Teorema
5.2.1, deci are loc egalitatea de mai sus.

Consecinta 5.2.2. Daca G este un domeniu compact simplu in raport cu toate cele
trei axe de coordonate, iar f : G — IR este o functie continua, atunci ordinea de integrare
nu este esentiald in calculul integralei //G f(z,y,2)dedydz.

Teorema 5.2.3 (schimbarea de variabile in integrala tripla). Fie T : IR* — IR® o

afz D(fi1, fa, f3) 7A0>

transformare regulata ( =(f1, f2, f3), 3 , 4,7 = 1,3 continue gi J =

j D(xla T2, x3)
de ecuatii x = p(u, v, w), y = (u, v,w), z = x(u,v,w), in care ¢, ¥, x admit derivate
partiale mixte de ordinul al doilea continue, iar G si G sunt domenii compacte marginite de
suprafetele ¥, ¥ simple, inchise i netede (sau netede pe portiuni) astfel incat ¥ = T(i),
G =T(G). Fie f : G — IR o functie continui pe G. Atunci are loc formula:

] 021 ayaz= fJ] gttt ) | EE

Cazuri particulare. a) In coordonatele cilindrice r, ¢, z, unde x = rcos g, y = rsin @,

D(z,y, 2)

D(r, ¢, 2)

// f(z,y,2)dedydz = //~f(rcos<p,rsin<p,z) crdrdpdz.
G G

b) In coordonatele polare (sferice) r, ¢, ¥, unde x = rcospcost), y = rsingpcos ),

z=rsiny, r >0, ¢ € [0,27], ¢ € [-7/2,7/2] avem %

// f(z,y,2)dedydz = //~f(rcoscpcosw,rsincpcosw,rsinzb)-rQCoswdrdgodw.
G G

du dv dw.

z=2z,12>0,¢0€l0,2r], z € R avem =7 si:

=72 cos 1 si:
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Daca consideram coordonatele polare r, ¢, 0, unde x = rcos @ sinf, y = rsin @ sin 6,
D(z,y, z)

D(r,0,¢)
// f(z,y,2)dedydz = //~f(rcoscpsin0,rsingpsin@,rcos@) -r%sin @ dr de dé.
G G

Calculul volumelor. Pentru un domeniu compact G simplu in raport cu axa Oz

z=rcosh, r>0,pel02n),0€l0,7] avem = r2sin 0, iar:

sau cu orice alta axa sau un domeniu care se descompune intr-o reuniune finita de astfel
de subdomenii, volumul sau se calculeaza cu formula:
V(G) = // dz dy dz.
Aplicatiile integralelorGtriple in mecanica
1°. Masa unui corp. Daca un corp ocupa volumul G si ¢ = o(x, y, z) este densitatea
lui in punctul (z,y, z) atunci masa acestui corp este egala cu:
M = /// o(z,y, z)dx dydz.
2°. Centrul de greutateGal unui corp. Coordonatele centrului de greutate (¢, yo, 20)

al unui corp G se calculeaza dupa formulele:

1 1
o= M///Gx'g(x’y’z)dfﬂdydza Yo = M//Gy-g(x,y,z)dxdydz,

1
20 = M///Gz-g(:c,y,z)dxdydz.

Daca corpul este omogen se ia o = 0g.
3°. Momente de inerfie. Momentul de inertie al unui corp in raport cu un plan a, o
axa d sau un punct P, este integrala:
I = // or?dx dy dz,
unde 7 este distanta punc(éului curent al corpului (z,y,2) la planul «, axa d, respectiv
punctul P.
Momentele de inertie ale unui corp in raport cu planele de coordonate sunt:
I, = ///G 02% dz dy dz, I, = ///G o’ dedydz, I, = //G oy? dz dy dz.
Momentele de inertie ale unui corp in raport cu axele de coordonate Ox, Oy, Oz sunt
Iy =1y + 1., Iy=1y+1,, I,=1I1,+1I,.
Momentul de inertie al unui corp in raport cu originea coordonatelor este:
I, = /// o(x* +y? + 2% drdydz, adici I = Ly + 1y, + 1.
4°. Poten;ialu? campului gravitic. Potentialul newtonian al unui corp G in punctul

P(z,y, 2) este integrala:

d€dnd
u(r.y.2) = ][ ol m ) TN,
unde o0 = 9(&, 7, () este densitatea corpului gi r = \/(f —x)24+(n—y)?2+ (¢ —2)2.
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Un punct material de masa m este atras de un corp cu o forta ale carei proiectii X,

Y, Z pe axele de coordonate O:c Oy, Oz sunt:

X—km——km//
Z—km——k //

unde k este constanta atrac’glel grav1ta§10nale.

—km——km// n- ydgdndg

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:
dx dy dz ) .
a) /// =, unde G este domeniul compact limitat de suprafetele z+
¢(l+z+y+2)
+y+z2z=1, =0, y=0, 2=0.

2
/// zdx dydz, unde G este domeniul compact limitat de suprafetele 22 = — (2°+

R2
v}, 2=0, z=h.
/// xy?*2® dx dydz, unde G este domeniul compact limitat de suprafetele z =

=axy, y=x, x=1, 2=0.

d) ///G 2y dx dydz, unde G este domeniul compact limitat de suprafetele 2% + 3% =
=1, 2=0, z=1, =0, y=0.

e) /// (22 +y*)zdr dydz, unde G este limitat de suprafetele z = 2% 4+ 92, 22 +y>+
+22 = 6. ¢

Rezolvare. Functiile de mai sus sunt continue pe domeniile respective.

a) Domeniul G este simplu in raport cu axa Oz (vezi Figura 5.2.1),

0<z<1l-—2-— 0<x<1
(G) : - Y unde (D) : -7
(z,y) € D, 0<y<1-—uz (veziFigura 5.2.2).
AY
1
D
X
o 1 g
Figura 5.2.1 Figura 5.2.2

Rezulta:
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1l—z—
= e, dwdy/ y W AGIE
1+z+y+2)3 1+x+y+z
z=1l—-x—y Ds/Oy
dz dy = // dz

ylz
1 1 3 5t
—2/ [————1—x) T ]dx 5(—11‘+§+1n(1+x)>0 <1n2—§>

) Domeniul G este simplu in raport cu axa Oz (vezi Figura 5.2.3). Avem

h ——

_ 2 2 <2< h

(G): { R TV SES0 de (D) : 2? +y? < R?, (vezi Figura 5.2.4).
(xz,y) € D,

X
((1+x+y+z)2

dy
:%/2m/hw—:£:zﬁ ] y_z/ (1+x+y_i>

AY
z=h \C
D
X
-_——— O -
Figura 5.2.3 Figura 5.2.4
Rezulta astfel: 2
I—///zdxddz—//dmd/ zz—//( >dxd:
y - S y
2// R2x+y)] dxdy—2R2// — 22 —y)dxdy.
Facem schimbarea de variabile x = rcosy, y = rsing, (r,¢) € D', unde (D') :
0<r<R )
Obtinem:
0<p<2m.

R

0

27r 27 h27T R27’2 7,4
232// - Tdrd“’_zm/ dw/ e dr_ﬁ( 2 _Z>

mR%h?

4

¢) Domeniul G desenat in Figura 5.2.5 este simplu in raport cu axa Oz,
0<z<z 0<z<1

(G) : =22 inde (D) : - este simplu in
(z,y) € D, 0 <y<uz (vezi Figura 5.2.6)

raport cu Oy.
Rezulta:
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Ty 4 12=zy
]:/// vy’ dedydz = // d:rdy/ vy’ dz = // :cyQZ— dx dy =
G D 0 D 4 1.=0

5 25yb 1 /1 YT
d:—/ 5. L
1 YTa kT T

6 1 x

=/ xydmdyz/dx/

p 4 0 0
ZA

- Lot 1
dx = —/ rodr = —.
-0 28 Jo 364

Y
Y

yll

1 _________

z=1

0
W
TR

V<

M
{t

=

e

Figura 5.2.5 X Figura 5.2.6

d) Domeniul G' desenat in Figura 5.2.7 este simplu in raport cu axa Oz,

0<z<1 24?2 <1
(G):{ =7= unde(D):{x+y_

(z,y) € D, z,y >0, (vezi Figura 5.2.8).
AZ vA
1 1
\ G D
00 B
PEEE Ll oA
-~ 1(,) V.
I S -534/_ ______ > 1—1 X
/ @) 1
1
D
X
Figura 5.2.7 Figura 5.2.8
Rezulta:

2=

1
I:///:ryd:rdydz:// d:cdy/ :rydz:// T 1dxdy:// xy dx dy.

Pentru a calcula integrala dubla obtinuta mai sus facem schimbarea de variabile

r=rcosg, y=rsing, (r,g) €D, (D): 0<r<1, 0<¢<7/2. Deducem astfel ci:
1 ™/2 sin 2 4 1 LEI|
I://~r2cos<psing0-rdrdg0:/ r3dr-/ i SOdc,p:r— -(——cos?cp) = —,
D 0 0 2 4 o 4 0 8
Observatie. Integrala tripla de mai sus o mai putem calcula folosind coordonatele
D _ _
% =7, (rp,z) € G,unde (G): 0<

<r<1, 0<¢<7/2, 0<z<1. Rezulta:

cilindrice x = rcosp, y = rsingp, z = z,
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1 /2 gin 2 1 1
I:///~r2cos¢sin¢-rdrdcpdz:/ r3dr-/ o (pdgo-/ dz = —.
G 0 0 2 0 8

e) Domeniul G desenat in Figura 5.2.9 este simplu in raport cu axa Oz,
2?2 +y? < 2 <6 — 22 — 92
(G) :
(z,y) € D,
Fiacand intersectia dintre paraboloid si sferd rezulta cercul z? + y? = 2, z = 2, de unde

deducem ci D este domeniul: 2 + y* < 2 (vezi Figura 5.2.10). Obtinem astfel:

6— 127 1
I—/// T zdxdydz—// dxdy/ ’ (x +y2)zdz:—// (2% + y*) x

X (6 — 2% — y* — (2% + y*)?) dx dy. B B

Facem schimbarea de variabile z = rcosp, y = rsing, (r,¢) € D, unde (D) :

unde D este proiectia lui G pe planul Ozxy.

0<r<v2
<r<v2 Rezulta:
0 << 2.
V2 6 4 6 8\ V2 8
2// 6—r —r)rdrdcp—w/o (6r3—r5—r7)dr:ﬂ<%—%—%> ) :?ﬂ
AZ
-6
= 17T T AY
7=2 NG A= G A2
X - AL D
o _/_/_ 77 AT '~ \\\ ! 2 >X
Y 5 -6
Figura 5.2.9 Figura 5.2.10

2. Sa se calculeze trecand la coordonate polare urmatoarele integrale triple:

a) /// zyzdx dydz, unde domeniul compact G este limitat de suprafetele 22 4 y%+
G
+22=1,2=0,y=0,2=0.

/// V22 +y2 + 22dx dydz, unde G este limitat de suprafata 22 +y%+ 22 — 2 = 0.

/// 2 +y? + 2% drv dydz, unde G este domeniul limitat de suprafetele x_
4€;+i—1:Qx:&y:Qz:&
d) ///G(:Jg2 +y* + 2y) dr dydz, unde G este domeniul limitat de suprafetele 2—24—
+Z22+Z— L,z22+y?+22=c%,a>b>c>0.

Rezolvare. Functiile de mai sus sunt continue pe domeniile indicate.
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a) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.11. Folosim coordonatele polare:

x = rcos psinf 0<r<i1
y =rsinpsinf unde (G): ¢ 0< ¢ < 7/2
2z =rcosf, (r,cp,@)eé, 0<6<m/2

Figura 5.2.11 Figura 5.2.12

D(z,y, 2)
D(r,0,¢)

1 pm/2 /2 in2
I:///~r3coscpsingosin29(:osﬁ-r%in@drdgpd@z// / 7’5¥ sin® fx
G oJo Jo

1 /2 /2 1 — 20 |7/2
7‘5dr-/ sin2<pd<p-/ sin30-(sin9)'d0:—-M X
0 0

Determinantul functional fiind = 72 sin f, rezulta:

x cos O drdpdf = %/

0 12 2 0
sin' 0|7/2 1
4 o 48
n? 1
b) Domeniul G : 2 + y?> + (z - 5) < 1 este desenat in Figura 5.2.12. Trecand

la coordonate polare: x = rcosysinfl, y = rsingsinf), z = rcosf, obtinem pentru
G: 12 < rcosh = r < cosh (cosf > 0, 6 € [0,7/2]). Deci (G) : 0 < ¢ < 2m,
0<6<m/2 0<r<cosf. Rezulta:

2m w/2 cos 0 27
I:///~r-r28in9drdcpd9:/ dgp/ d@/ r3sin0dr:</ dcp)x
G 0 0 0 0

/2 4
x(/ sine-cosgcw)—i
0

4 10
¢) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.13. Folosim coordonatele polare generali-

x = ar cos psinf 0<r<i1
zate: { y = brsinpsind unde (G): { 0< ¢ < /2
2z = crcosf, (r,gp,@)eé, 0<6<m/2
D(z,y,z)

Determinantul functional fiind = aber? sin @, rezulta:

D(r,0. ¢)
///N(aQr2 cos? psin® f + b’r?sin? g sin? @ + ¢*r? cos® ) - aber? sin O dr dyp df =
G
= abc ///g r[(a® cos® ¢ + b? sin? ) sin® § + ¢ cos® O sin 0] dr dip df) =



! w/2 /2 2 39
= abc / rt dr / sin® § df / (a® cos? ¢ + b*sin? ) dp + % (—COZ >
0 0 0

(1 39
= abc 5 (— cosf + COZ >

b E /ﬂ/ + b? ) dp + e b
= aoc | — aCOS Sln — | = abcC
15 Jo v PIAYT g

1 — cos 2 mc? a? sin 2¢p
) )] ()
* 2 +30] “Clw 7T
WCQ] _ w(a® + b + c?)abe

w/2

/2 o
. . 5 =
30

2 (/27 514 cos2p
15/ <a >
/2P sin 2¢

0 +5<¢_ 2 )
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w/2 2
/ (a? cos? ¢ + b*sin cp)dcp—l—ﬂ]—
0

0

w/2
+

0

|
Figura 5.2.13 Figura 5.2.14
d) Domeniul G = G; — G4, unde G; este domeniul limitat de elipsoid, iar G5 este

domeniul limitat de sfera (vezi Figura 5.2.14). Rezulta:
I= ///Gl(x2 + v+ ay)dedydz — ///02@2 +y* + xy) dr dydz.
Pentru prima integrala de mai sus facem schimbarea de variabile x = ar cos ¢ sin#f,
y = brsingsinf, z = crcosf, (r,¢,0) € Gy, unde (G1): 0 < r < 1,0 < ¢ < 27,
0 <6 < 7. Rezulta:
I, = /// a?r? cos? ¢ + b*r? sin® ¢ + abr? cos @ sin ) sin? @ - aber? sin O dr dp d =

= rtdr- / (a® cos? ¢ + b*sin? o + abcos psin @) dyp - /ﬂsm 0do =
ab
+ 5 sin 2(,0) dp =
or|  dmabe(a® + b?)

0
—a—<—cos9+60830> -/ﬂ<a21+C082(’0+b21 cos 2¢p
5 o Jo
4ab
=B 082
cos 2¢| B

2 2
sin2¢\ |27 b? sin2¢\ [ ab
T 15 l?(WL 280> 0 +5(¢_ 280> o 4
Pentru a doua integrala pe domeniul G5 facem schimbarea de variabile x = r cos ¢ sin 6,
y =rsingsinf, z = rcosb, (r,¢,0) € G, unde (@2): 0<r<e¢0<p<2m,0<0<m.
Obtinem:
I, = /// v vyt ray) dedydz = /// (cos? p+sin? @) sin? 412 cos @ sin o sin® #] x

2m 2 m 8
X7 sin@drdcpd@z/ r dr-/ <1+sm <p> dgp-/ Sin39d9:7r_c_
0 0 2 0 15
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4
Deci I=1—1,= 17T5€[( 2+ b%)ab — 2¢").

3. Sa se calculeze urmatoarea integrala tripla:

/// z? dx dy dz,
G

unde domeniul G este limitat de suprafetele z = ay?, 2 =by?, y > 0 (0 < a < b), 2
2

v =
27
Y

)

HIN&

z=P0z (0 <a<f),z=nh(h>0), efectuand schimbarea de variabile u =
w=z.

Rezolvare. Domeniul G este desenat in Figura 5.2.15. Coordonatele punctelor A,

B7C§iDsunt.A ﬁ’\/57]1 7B ﬁ’\/Eall 70 ﬁ’\/Eall 7-D ﬁa\/Eal’L bl
B Vb a Vb B Va a' Va

(triunghiul curbiliniu OAB apartine cilindrului z = by?, iar triunghiul curbiliniu OC'D
apartine cilindrului z = ay?).
Facand schimbarile de variabile indicate in enunt, rezulta domeniul (CT) a<u<hb,
w W . .
a<v<f3,0<w< h. Deoarece x = —, y = /—, z = w, determinantul functional este
v u
D(z,y,2) 1 wyw

D(u,v,w) 2 v%u

z=h

Figura 5.2.15

Rezulta ca:
—1/2

w? 1 wyw b 1 u b
GU2 QUU\/_dudvdw 3/ U du dv w dw = 3 _1/2a><

3B w2k 9p9/2 (] 1 1 1
SR

4. Sa se determine domeniul de integrare si apoi sa se modifice in diverse moduri

ordinea de integrare:

]—/ dx/l xdy/ f(z,y,2)dz; I—/ dx/ /a:2+y f(z,y, 2)dz,

unde f este o functie continua.

Rezolvare. a) Domeniul G este:
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0<z<1 0<z<z+y 0<r<1
(G):{ 0<y<1l—-2 =(G):{ (z,9) €D, unde (D) : § 0<y <1—u,
0<z<z+y (Figura 5.2.16), (Figura 5.2.17).
Ay
1
D
X
0 1T
X Figura 5.2.16 Figura 5.2.17

G a fost considerat simplu in raport cu axa Oz, iar D simplu in raport cu axa Oy.

Considerand pe D simplu in raport cu axa Oz, obtinem:
z+y 1 1-y xz+y
I:// f(:r,y,z)d:rdydz://d:rdy/ f(a:,y,z)dz:/ dy/ d:r/ f(z,y,2)dz.
G D 0 0 0 0

Daca dorim sa integram mai intai in raport cu x, descompunem pe G in G = G; UGy,
unde G; = AOCD gi Gy, = ABCO sunt simple fata de Ox. Proiectia lui G pe planul Oyz
este domeniul D] = OCE, iar proiectia lui G5 pe planul Oyz este domeniul D), = OBC
(vezi Figura 5.2.18). Deci:

e (0<y<1 (0<2<1
Gy ST ETETTY ) y<a<t, sau (D) 0<y <z
(y Z) c D, 1 y ) 1 y )

’ : | (simplu /Oz) | (simplu /Oy),
Deaeq (0<y<1 (0<2<1
ar (Go): 4 ST ) o< < sau (D) 4 z<y<1
(y Z) c D, 2 = = ya 2 = y =~ 4,

’ ? | (simplu /Oz) | (simplu /Oy).

(Ecuatia fetei OCD este © + y = z, iar ecuatia fetei ABCD este x +y — 1 = 0,

obtinuta din ecuatia planului prin 3 puncte).

AEZ A1Z
1 C E D
Di+—_| D? o
3 //' D2 24— | //'Dz;
B Y 1 X
O 1 0 A
Figura 5.2.18 Figura 5.2.19

Rezulta astfel:
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I—/// f(z,y,2 dxdydz—i—/// f(z,y,2)dzdydz, unde:
G1
1-
/// f(z,y,2 dxdydz—/ dydz/ f(z,y,2) /dy/ dz/ ! flz,y, 2z
y
—/ dz/ dy/ f(z,y,2)dz,

iar:

/// (2,9, 2 da:dydz—// dydz/lyf(:r Y,z /dy/ dz/ly .y, 2
SN

Daca dorim sa 1ntegram mai intai in raport cu y, descompunem pe G in G = G| UG,
unde G| = ABOD si G, = DOBC sunt simple in raport cu axa Oy. Proiectia lui G| pe
planul Ozz este domeniul D! = AOD, iar proiectia lui G, pe planul Oxz este domeniul
Dy = DOEFE (vezi Figura 5.2.19). Deci:

0<zx<1 0<z<1

0<y<1-—
(GY) : =Y= T en (DY): R 0<2<x sau (DY) : ¢ 2<2<1 iar:
1 ({E,Z) c _Dll’, 1 ) 1 )
(simplu /Oz) (simplu /Ox),
< 0<z<1 0<2<1
(Gg){? :;:_é”_ xcu(Dé’): r<z<1, sau (Dj): ¢ 0<z<z,
T,2) €
? (simplu /Oz) (simplu /Oz).
Rezulta:

I_/// (x,y,z d:rdydz—l—/// (x,y,2)dxdydz, unde:
/// (x,y,z da:dydz—/ d:rdz/l xf(:c y,2)dy= /d:}:/ dz/l ' f(z,y,z,dy=
:/ dz/ dx/lx f(z,y,2)dy, iar:
/// (x,y,z da:dydz—/ d:}:dz/I:f(:c y,2)dy= /d:}:/ dz/l : f(z,y,2)dy =
—/ dz/ dx/z f(z,y, 2)dy.

) Domeniul G este:
—1<x<1

Vit +y? <z<1
(G): § —V1I-22<y<V1-22 = (G): Y _Z__ _ unde
ST T << (z,y) € D, (vezi Figura 5.2.20),
2?4y’ <z <

(D) - -1 <z<1
| —V1T =22 <y < V1—22% (vezi Figura 5.2.21).

Domeniul GG a fost considerat simplu in raport cu axa Oz, iar D simplu in raport cu

axa Oy. Considerandu-l pe D simplu in raport cu axa Oz, obtinem:
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T://Gf(x,y,z)dxdydz://Dd:rdy/\l/mf(:r,y,z)dz:

f(z,y, 2)dz.

1 \/1-y2 1
1 —/1-92 /22442

V><

Figura 5.2.20 Figura 5.2.21
Domeniul G este simplu si in raport cu axa Oz, proiectia sa pe planul Oyz fiind
domeniul Dy (vezi Figura 5.2.22). Deci:

Y e e Y e & ] 0<z2<1
(G) : unde (Dy) :
(y,2) € Dy, —2 <y < 2, (simplu /Oy)

-1<y<o0

sau Dy = Dy U D! cu D} = AOC, D! =OCB, (D)) :
—y <z <1, (simplu /Oz)

(DY) 0<y<1
' y <z <1, (simplu /Oz).

Rezulta astfel:

/Z27 Z27y
T:/ dydz ’ f(z,y, 2 d:c—/dz/ dy/ f(z,y,2)de =

¢—
227y 22—y
= d / dz/ (x,y, 2 dx+/d /dz x,y, 2)dz.
/ Y Y5 %) oW _¢1Eﬂ Y. 2)
AZ AZ
A Cl1 B A Cl1 B’
| | | |
l Dy : | D, :
| | | |
: | | |
| LY | L X
-1 o) 1 -1 0 1 "
Figura 5.2.22 Figura 5.2.23

In mod asemiinitor G este simplu si fatii de axa Oy, proiectia sa pe planul Ozz fiind
domeniul Dy (vezi Figura 5.2.23). Deci:
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V22— <y< V2?2 —2x? 0<z<1
(G) : unde (D) :
(x,2) € Dy, —z <z <z, (simplu /Ox)
-1<x<0 .
sau Dy = D,UDY cu D), = A'OC, Dj = OB'C, (D)) : si
—x <z <1, (simplu /Oz)
0<z<1
CARE S
r <z <1, (simplu /Oz).
Rezulta:
I/dd/22$2 d/d/d/22$2 2)d
= rdz (z, v, = 2 T (z, v, =
\/2271 Y24y —z V22 z? Y24y

:/ /dz/Zﬁ flz,y, 2z dy+/d:v/dz/zjz (x,y,2) dy.

a se calculeze volumele corpurilor limitate de urmatoarele suprafete:
2 2 2 2 2 2

Q_x Yy _Z y. x y _ _ :
a)z 4_|_9, 22 4+9, b)p2+q2 2z, z=ax + by + c;
c)z=2*+y? 2=222+2y% y==x, y=1%

2?2 2 2 2 2 y?
d) 2> +22=a* w+y=+a, z—y=+a; e) (—2+—+—> =— + 753
a b2 2

f) z=22+y% 2=22"+y?), zy=a? wy=2d>, =2y, 20 =y, v>0, y>0;
N\ 1/2 y\ /2 o\ 1/2

0(2) ()4 () =1 e v o
a b c

h) 22 + 22 =a?, y?+ 2% =d>

Rezolvare. a) Domeniul G limitat de suprafetele din enunt este desenat in Figura

5.2.24, proiectia sa pe planul Oxy fiind domeniul D desenat in Figura 5.2.25.

A
AZ 6] y
D
X
-4 0 4
-6
Figura 5.2.24 Figura 5.2.25
22 2
Intersectia dintre paraboloid si con este elipsa din planul z = 2 de ecuatie —+§ =4.
2 2
2 g2 .Yy Y
Deci (D) : f_6+%_1 <0, iar (G) : a(r,y) = s T8 Ss\VT Ty = 2(7,y)

(x,y) € D.
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Rezulta:

29(2,y) 1 2 2
:// dxdydz://dxdy/z dz—// \/ — - = x_+y_ -|d:vdy.
G D z1(z,y) 2 4 9 J

Pentru a calcula integrala dubla de mai sus facem schlmbarea de variabile x =

4 6rsing, (r,0) € D, unde (D): 4 *="=1 Deci
= 4rcos ¢, y = 6rsin @, (7, , unde : eci:
’ ’ i 0< < 2m.

1 2 3 a4
= /~(2r — 2r?)24r dr dp = 48/ dr/ (r? —r3) dp = 967 oL
D 0 0 3 4/ lo

b) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.26. Intersectia dintre paraboloid si plan

1
= 8.

este o curba (parabold) care se proiecteaza in planul Ozy intr-o curba T’ a cérei ecuatie o

22 2
determindm prin eliminarea lui z din ecuatiile paraboloidului si planului: — + v _
p

e
= 2(azx + by + ¢). Rezulta:

@)= (5+5) <2 <artbyto=ny)
21\ ==\ —= - z ax C = 29\T
(G) 1\T, Yy 9 p2 q2 = = Y 2\ T, Y
(z,y) € D,
2 yQ

unde (D) : — + = < 2(ax + by + ¢). Obtinem astfel:

2

// dxdydz—//dxdy/ dz—// [ax+by+c——(x—2+%>]dxdy.

Figura 5.2.26 Figura 5.2.27

Pentru a calcula integrala dubla de mai sus scriem inegalitatea din definitia dome-

niului D 1in felul urmator: )
x
—2—2ax+a2p2+y—2—2bq+b2q2—a2p2—b2q2—QC§0@
p q

2 2
(f - ap) + (g — bq) < a’p® + b*¢* + 2
P q
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Astfel facem schimbarea de variabile T ap = rcos @, y_ bg = rsing, (r,p) € D',
p q

0<r<Va*p?+b¢>+2c=r
unde (D') : ST Vep 1 0 sau x = p(ap + rcos @) = ap* + prcos @,
0<p<2rm
D
= q(bq + rsinp) = bg* + qrsin p. Avem (z,9) = pqr, iar:
2,2 2 QDQ(T’SO) 2.2
a“p 1x b*q 1y?  a?p® bq
VG:// —— - = — - by — - =+ —+ — dx dy =
(G) D<2+ax2p2 2—|—y22+2+2+c z dy
2 2
1 1 b%q?
_ YA R Ly, +ﬂ+_+J _
D[ 2 \p 2 J
a2p? B2
_// (—— —+T+C> pqrdrdcpzpw/ (a®p® + 67" + 2c —r*) rdr =
D’ 0

4 P2 (202 + B2 + 20)%,
¢) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.27, iar proiectia sa pe planul Ozy este dome-

— 2 2 < < 2 2 2 —
niul D (vezi Figura 5.2.28). Deci (G) : al@y)=a"+y" <2 <207+ 1) = 2(@,y)
(z,y) € D,

0<z<1
?<y<uz.

unde (D) : {
Domeniul G' vazut dinspre partea pozitiva a axei Oy arata ca in Figura 5.2.29.

Rezulta:

// dxdydz—// dxdy/ dz—// 2+ y?) dr dy =
— _ v (A a2 o3
/dx/ 22+ y?) dy = / <xy+3>y:x2dx /o (3 x 3>dx—35.

yA
o S

_\_______
\S

Figura 5.2.28 Figura 5.2.29
d) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.30. si el este cuprins intre cele 4 ”petale”
(vezi de asemenea Figura 5.2.31).
Avem V(G) =4V (G,), unde Gy este corpul cuprins intre triunghiul curbiliniu ABE
si petala AED (y > 0, z > 0). Mai precis V(G) = 8V(G3), unde G5 este corpul cuprins
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intre triunghiul curbiliniu ABO si jumatatea de petala ADO (DO - segment de dreapta,
z,y, z > 0).

7/
YE
4 N
4 N
/ | \
] \

Nl | L NN ey
- |O ) \ a
1 / \
a ) \ )
A v Y
v, \
% \
71
0 Z 0N,
x @
Figura 5.2.30 Figura 5.2.31

Proiectam pe Go pe planul Ozz (el este simplu in raport cu axa Oy) si obtinem:

0<y<a-— 24 22<a?
(GQ):{ Sy=ama unde(D):{x+Z_a

(z,2) € D, z, z > 0, (Figura 5.2.32).
Rezulta: P—
G)zS//dxdz/ dy—S// (a — x) d:rdz—S/ dx/ (a —x)dz =
D
@ —=a sin /2 ]. 2t
:8/(a—x Wa2 —ax2dy L 1tSa/ (1 —sint) cos’tdt = 8a / H%dﬂ—
0 0
cos t|7/? 2a
8a® 3m—4
+8a 3, 3 — (37 — 4).
Z A
a
D
R
0 a g
Figura 5.2.32
2 2 2\ 2 2 2
e) Domeniul G este m— + L4 Z— <Z 4 y_, iar V(G) = // dx dy dz. Pentru
b2 a? b G

a calcula integrala tripla de mai sus facem schimbarea de variabile © = ar cospsin#,
y = brsinpsinfl, z = crcosf. Introducand aceste relatii in inegalitatea care definegte

domeniul G obtinem:
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r* < r?cos? psin® 0 + r?sin? psin®f = r? <sin? = r <sinf.
Deci (r,¢,0) € G, unde (@) 0 < <27, 0 < r <sinf, 0 <0 < w. Deoarece
D(z,y, 2)

D(r.0, ) = abcr? sin @, rezulta ci:

27 7T sin 6
= ///~ aber? sin 6 dr dy df = abc/ dgo/ sin 9/ r2 dr —
G 0 0 0

T Q] 49 b T b T
— 2abc7r/ S”; df = mé “ 171 = cos260)2 do = ”é C/ (1— 2cos 20 + cos? 20) df =
0 0 0

m2abc
4 L
f) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.33, unde AB, EFe (P,), (P): z = 2> +y?,

iar C’AD, GHe (Py), (Py) : 2z = 2(2* + y*). Facand intersectia dintre diferite suprafete

care marginesc domeniul G' obtinem punctele:

g BT GRS o

ﬁ,5a2> , D (%,a\/ﬁ, 5a2> ,
E(2a,a,5a?), F(a,2a,5a?), G(2a,a,10a?), H(a,?2a,10a?).
z(z,y) =22 +y? < 2 <22 +y?) = 2(z,y)
(fv, y) €D,

este marginit de xy = a2, vy = 2a%, x = 2y, 22 = v, (vezi Figura 5.2.34).

Rezultd: V(G // d:cdydz—// da:dy/Z”y dz:// (% + 2) dz dy.
z1(z,y) D

Pentru a calcula integrala dubla de mai sus facem schimbarea de variabile

_ — a’ < u < 2a?
Ty = u, gzvéx:\/@,y:\/uv,(u,v)GD,unde(D): -
x v 1<v<2

unde domeniul D

Obtinem (G) : {

V<

Deoarece
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20 2 2a2
&)= [,y (o) =g [, (o) -
1/2 20 1/2 \v?
1 2a? U v=2 242 9 4
:_/ (——+uv>
2 a2 v

1 a
du =~ Sudy=—.
u udu 1

v=1/2 2 Ja2
o
y A S
P
o ,L\!//*
a2--g X2 N
a__ —
|
™
O] | l(
a a2 -
Figura 5.2.34
Observatie. Integrala tripla de mai sus o mai putem calcula facand schimbarea de vari-
U
Ty =1u T=\5 a’ < u < 2a?
abile: 52 +U2 ={ y=Ju 2 unde (G) : 2 <v<2
x -
R z:u—'—uv,(u,v,w)EG, %S <1
vw
D —u(1 4 v?
Deoarece D((z,g,z;)) = UQ(U2;:2U ), rezulta ca:
1 2a? 2 1 2 11
/// dudvdw—— / udu / v dv / —dw | =
a v w2 2 \Ja2 12 v? 1/2 w?
3a < 1 N ) ( 1 ) ! 9a*
—— 4 —— = —.
4\ 2\ w/ g 4
g) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.35. Facem schimbarea de variabile:
r = artcos* ¢sin? § 0<r<1
y:br4sin4gpsin40 unde (G) : 0<p<m7/2
z=crtcos’d, (r,p,0)€q, 0§9§7r/2.
Avem: V(G // dx dydz = // x,g, ?) dr dp df
7 Y (p
Calculam determinantul functional; obtinem % = 64aber!t sin® ¢ cos® psin” 6 cos® 6.
TJ 3

Deci:
1 /2 gin3 2
ViG) = // _64aber'! sin® ¢ cos® psin” 0 cos” 0 dr dip df) = 64abe - ﬁ/ Sms -
“ 0
16abc /w/Q (1— cos2 2¢)(— cos 250)’d )3
(p .
0

16
/2 [sin®@  sin'®6
0 8 10

dp X

sin” (1 — sin? #) x
0
™2 abe

o 90"

w/2
></ sin” @ - cos® 0 db =
0

X (sin 0)'df) = %bc (— cos 2¢ +

cos® 2¢p
3
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h) Din cauza simetriilor fata de axele Ox, Oy, Oz, V = 8V}, unde V; este volumul lui
(1, desenat in Figura 5.2.36. Suprafata M AS este a cilindrului y?+ 22 = a2, iar suprafata
APM este a cilindrului 22 4 2% = a?. Descompunem pe G in MOSA si MOAP. Rezulti:

AZ

Figura 5.2.35 Figura 5.2.36

st// da:dydz:S{/// d:cdydz+/// dxdydz}:
G1 MOSA MOAP
v/ a?—y? Va2—x2
:8// dd/ d// dd/ d:8// Ja? — 2 ded
(AOS) Ty, o (AOP) Ty, : (A0S) @ -y ay+

+//(AOP)VGQ_5E2d$d?J]:8{/Oa\/CLQ—dey/Oydx-i-/()a\/aQ—xde/OIdy}:

a a a 2 _ .2)\3/2
:8{/ y\/aQ—dey+/ x\/aQ—ﬁd:r}:lG/ x\/a2_x2dx:_8u
0 0 0

3/2
_ 16a°

3
6. Sa se calculeze masa si coordonatele centrelor de greutate ale corpurilor omogene

a

0

(0 = po) marginite de urmatoarele suprafete:

2 2
a) %4'?;_2:%, Z =0 b) z=224+9y% 24+y=a, =0, y=0, 2=0.
Rezolvare. a) Avem M (G // 0o dz dy dz = g // drdydz = 0oV (G). Dome-

aley) = eyl 4 L <z <

niul G este desenat in Figura 5.2.37. Deci (G) : Y R

(xz,y) € D,
2y

unde (D) : — + 2 < 1, (vezi Figura 5.2.38).

a
Obtinem:

—QU// da:dy/ dz—gU// (0—0\1—4—?;—2) dx dy.
z0(2,y)

Pentru a calcula integrala dubla de mai sus facem schimbarea de variabile
x =arcosy, y=brsing, (r,p) € D, unde (lND) : 0<r<1, 0<¢<2r. Rezulta astfel

%

ca:



294 Capitolul 5

Figura 5.2.37 Figura 5.2.38

Coordonatele centrului de greutate al corpului G sunt:

1 c
xo:ﬂ///xgofmdydzz%///Gxdxdydzz%//Dxdxdy/m(x,y)dz:

2 2T 1
=37 // ( z;2) dz dy 6\3[ d@/ﬂ ar cos p(1 —r)abr dr =

2h
:a]\/c[gg/o cosgodgp/ (1—=r)dr=0,

1 0 0o ¢
- ddd:—// ddd:—//dd/ dz =
Yo M// Yoo sty == NV V== [V Y e @

2 o 1
QUC// ( zbJQ) dxdy—% ; dc,O/U brsin (1 — r)abr dr = 0,
ZO:M/// ZQodxddeZ%///szxdydz:% /Ddxdyfzo(m’y)zdz:
2 2 on 1 2,40 3
y QOC 2 OpC~avbm C
1- _ _ 3¢
// [ ( b2>] d dy T 9M Jo dgp/o( r*)abr dr AM 1
3¢

Deci zg=9yy=0, 2= R
b) Domeniul G este desenat in Figura 5.2.39. Avem:

0<2<a? 2 — 0<zx<
(G): SES T Y 20(@, ) unde (D) : Sr=a
(z,y) € D, 0<y<a-uz (Figura 5.2.40).
Ay
a
D
X
o) a "

Figura 5.2.39 Figura 5.2.40
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Rezulta:

M = // Qod:cdydz—go// d:cdy/ o) dz—go// (z® 4+ y?) drdy =

3

71 y=a—=z
—QU/ da:/ (z —|—y)dy—gg/ (xy—ir%) d:r—gg/o [x (a — )+
y=0
1 2 ozt 1 a at
+§(a—x)3 dx:golag—z—ﬁ(a—x)‘l] g:QOT

Coordonatele centrului de greutate al corpului G' sunt:

1 zo(z,y)
xg:M/// xggdxdydz:%/// xdxdydz:g—]\j[// xdxdy/

= // z(z?+y? d:cdy—M/ d:c/axx + 29/ dy—M/< )Z_Z_xd:c:
— o [xﬁ(a_m@] fo =00 20

Yo = M// ygodxdydz—M// ydxdydz—M /ydxdy/ "
= // (2% 4 9° d:cdy—M/ da:/ (z%y + 3 dy—M < 2+y4> Z:Z Idx:
=51 [ e O e = B

—1/// ddd—go/dd/m(x’y)d— // 422 drdy =
w =57 ] #eodedyde =7 ] dudy | zdz 2+ y?)? dx dy

:ﬂ/ad /a—x 4 222 4d:ﬂ/a 4 Qxy Yy yaxd:
2Mﬂxﬂ(m+xy+y)y2M0xy+3+5 x

y=0

o0 (| 4 2, s (a—uz)° 7ab0y  Ta®
2M Jo lx (a=a)Fgrla—o)+ = “ 7 180M T 30
2a 7a?
Deci = = — = —.
eclr  To = Yo 5 20 30

7. Sa se determine momentele de inertie in raport cu planele de coordonate ale

corpului omogen marginit de urmatoarele suprafete:
2 2 22 22 2w 22 _
2tete=h eteT o (?H—z—a)’ o= o
Rezolvare. Domeniul G este desenat in Figura 5.2.41; el este limitat de elipsoid si

1\2 2 1
de cilindrul (f - —> + = y = —. Avem:

5 —
©F 1(z,y) = —c l—g—b—2<z<q/1—?—b—2—22xy

(z,y) €

1 2
unde (D) : <£—§> +‘Z—<
a

Rezulta atunci:

2

(50 - 5) y? .

~————+ 37 <1, (vezi Figura 5.2.42).
n

»-l>|'—‘
=}
o
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3/2
; 2
I, = // 002 dxdydz—gg// dx dy yz =22 //( ————> dx dy.
21

Folosind coordonatele polare x = arcos g, y = br sin ¢, obtinem noul domeniu plan

—~ /2 < p<m/2
(D) : T2se s/ Deducem:
0<r<-cosgp.
2 2 bed /2 cos p
I, QOC // r2)32abr dr dp = QO; ¢ / / dcp/ (1 — 723 2rdr =
—m/2 0
200abc? / / 1 (1 —r2)5/2] cose 200abc® [7/? 5 200abc?
_ LR e g
3 Jap| 27 52 = ), e de ==
2 cos® @' |7/? } 200abc*T
+<cosg0 3cos P+ 5 ) e BT
Ly
Figura|5.2.41 Figura 5.2.42

Apoi:

) ) 22(2,y) oy,
Iyzz// 00T dxdydz:gg// x°dx dy dzz?cgo// 1————:c dr dy =
G D 21(2.) b?

/2 cos ¢ /2 cosnp
= 2090/ ) dgp/ a’r? cos® V1 — r2abr dr = 2a3bcgo/ P oS gp/ (r® —r+
—7/2 0

/2 1(1 - 2\5/2 1 1__ 3/2
it [LUSE2 L0
w/2

VI=72dr = 2a*bcoy [
+7) r?dr = 2a’bcoo | 2 52 2 372 )

/2 ind ins3 /2 1
= 2a’*bcoy /W/2 cos® ¢ (s1n5 L. sm3 L 15) dp = 2a bcgg/w/2 K—g> (cos @)’ (cos?® p—

(cos )’ 2 1+ cos 2@] dp = 2a3bc7rgg

cos p

dp =

(cos? ¢ — cos go)—i-ﬁ 5

I, // 00Y dxdydz—go// y* dz dy ’) dz—Qro// \/1———32—2dxdy—
z1(z,y
cosap 005§0
_2900/ go/ b’r?sin? o1 — r2abr dr = 20pab’c / ) sin <p/ (r® —r+
-/ —m/2

w/2 1(1— 5/2 1— 3/2
+r)V1 —r2dr = QQOab3c/ / sin? o [— (1= — (1= ]
—7/2

—2cost p + cos® ) +

cos

1
2 5/2 2 3/2 0

/2 sin® ¢ sin? L /2 [ (cosp)
= 200atc [ sin’ _ dio =200t [ |- 1 — 3 cos?
ooab’c _ﬂ/Qsm 7, - 3 15 © = 200a s - ( cos” p+
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1 2 1—cos? 92 onah?
+3COS480—COS%)+§(COS¢) (1 —2cos? p + cos® ) + — COSZP| g = 2090 T

15 2 TS
, 200abc®m 200a3bem 200ab3cm
Deci I, = 1 le=Tr s L=

8. Sa se afle momentul de inertie al corpului omogen marginit de un con circular de
inaltime A §i de raza rq:

a) n raport cu axa lui;

b) in raport cu planul dus prin varf si paralel cu baza, (0 = g9).

Rezolvare. Luand axa conului axa Oz, obtinem corpul din Figura 5.2.43; avem:

h
, = —/x2+1y2 <2< h
(G) : #(@) To V=20 nde (D) :

(z,y) € D,

Figura 5.2.43

a) Momentul de inertie al conului

in raport cu axa sa, adica axa Oz este:

I_/// (2% +y? d:cdydz—gg///x +y)dxdydz—go//:r+y)d:cdy ( )dz:
zo(z,y
h
_QU// 2+ 2 < \/x2+y>d.frdy.

Facem schimbarea de variabile z = r cos ¢, y = rsing, (r,¢) € D, unde (D) : 0 <
<r<ry, 0< < 2m. Obtinem:

hrt Sh |70
I, —QO// h—— rdrdy = 2wy wrh
4 57‘0

o 10 10

h
unde M = 9oV = 09 o

) Planul dus prin varful conului gi paralel cu baza este planul Oxy. Deci:

Iy, = // 0z dxdydz—gg/// z dxdydz-go// dxdy/ 2 dz =
z.y)
ooh? 1
0 // [1——(% +y)3/2] dx dy.
7o

Cu coordonate polare obtinem:
3 3 /.2 5 3,.2
Iy, = & // (1——) rdrdgo—%rgoh (T—O—ir—()):w:thQ.

3
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9. Sa se determine momentele de inertie in raport cu axele de coordonate, precum si
in raport cu originea coordonatelor ale corpului omogen marginit de suprafetele:
z=z’+1y* z+y=+41, z—y==+1, 2=0, (0= 00)
Rezolvare. Domeniul G este ABCDA;B,C;D; (vezi Figura 5.2.44) si se proiecteaza

0 < < 2+ 2: ,
pe planul Ozy in domeniul D (vezi Figura 5.2.45). Deci (G) : { Szs Ty =x(y)

(z,y) € D,
-1<z<0 0<r<1
unde D = Dy U Dy, (Dy): (Dy) :
—-1-x<y<l1+u, r—1<y<1—uzx.

AY

Figura 5.2.44 Figura 5.2.45

Calculam mai intai momentele de inertie in raport cu planele de coordonate. Avem:

20(,9) 2 4 y2)3
Txy:// Q[]ZZdl’dde:Q[]// da:dy/0 ydez:g // wdxdy:
G
:@// (2% + %) dxdy+—// (2% + %) dmdy—gO/dx/ (z® 4+ y?)? dy+
D1 Tr—

142 1-2
/ d:v/ x+y2)3dy——go/ dx/ (2% 4+ 32%y? + 32%y* + %) dy =

2 3 y=l-z 4
:ﬂ/o (a:y—l—:rgf’—l——xy —|—y> dr = go/o [:1:6(1—x)+x4(1—a:)3+

3 1
+5x2(1 —z)° + 5(1 — )| dx ~ 0,0570,.
Apoi:

I, = /// 00X d:rdydz—g()//a: dxdy/ dZ—Qo// (2% +yH) dody =

1-z
_490/ d:}:/ x+:cy)dy_490/ (1—:1:)+3(1—x)]dx~015690,

I, // 00Y d:rdydz—gU//y dxdy/ o) dZ—QO// (2% +yH) dody =

2(1 — |-
—490/ da:/ (y22? + o dy—4go/ 35”) y 5:’5 ]deO 1560,

Rezulta ca momentele de inertie in raport cu axele de coordonate sunt:
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I,=1,,+1,,~0,2130, I,=1,+1,,~0,21300, I,=1,,+1,, ~0,311p,
iar momentul de inertie in raport cu originea coordonatelor este:
Iy = Iy + 1, + I, ~0,3680.
10. Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu dreapta (d) : z = y = z al
corpului omogen marginit de cilindrul 22 + y? = a? si planele z = 45, de densitate g,.

Rezolvare. Domeniul G este desenat in Figura 5.2.46, proiectia sa pe planul Ozxy

. . . . _h S z S h 2 2 2
fiind domeniul D (vezi Figura 5.2.47). Deci (G) : unde (D) : z*+y* < a”.
(z,y) € D,
AZ
h
-------------- N\ AY
S i :
D
. AR ERS Y X
Figura 5.2.46 Figura 5.2.47

Directia dreptei (d) fiind dati de vectorul @ =7+ j + k, rezultd cd distanta de la un

punct arbitrar M(z,y, z) la dreapta (d) este:
MO x i T ui L X (LT E
r = dist (M, (d)) = LMO Xl _ @i +y) +2k) x G+ 7+ B _
i V3

V=22 + (- op+ (@ —y)?

V3

Rezulta atunci cd momentul de inertie al corpului G 1in raport cu dreapta (d) este:

]d:// 907“2dxclyclz:@//G[(y—z)2 —2)’ + (z — )2] dxdydz:
/da:dy/ z—x)2+(x 2 gy = X //[ +(Z—3x)3+
—i—z(x—y)Q} zthdxdy_ // [ (h—3x) + h(z —y)* + (ygh) -
(—h — z)? 3

4h
— b - y)2] dz dy = % // (4hx2 + dhy? — dhay + ?> dz dy.
D

Facem schimbarea de variabile z = r cos ¢, y = rsing, (r,¢) € D, unde (D) : 0 <
<r<a,0<¢<27r. Obtinem:
3

4h S
= @//~ 4hr? —4hr*sin p cos p+—— | rdr dp = @/ dr/ (4hr3 — 2hr? sin 2+
3.JJb 3 3 Jo 0
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4h3r 00 a'h cos 2¢ |27
dp = = |2hma’
+ 3 > @) 3 Ta + 1 . 3

= 727rg§a2h <a2 + %h2> = % <a2 + %}LQ>7

unde M este masa corpului G, adica M = gy V(G) = 2w 09a?h.

A h3a? )
3

<2a4h7r + 4a2h37r>

11. Sa se calculeze in punctul P(0,0, z) potentialul newtonian al corpului omogen

marginit de sfera €2 +n? + (2 = R?, de densitate o,.

Rezolvare. Avem:
d¢dnd
u(0,0, 2) /// 577C , unde (G): & +n*+ < R
Ve (-2
Facem schimbarea de variabile £ = rcos psinfl, n = rsingsinf, ( = rcosb, (r,¢,0) €
€ G, unde (é) 0<r<R,0<¢p<2m0<60<m Rezulta:

(0,0, 2) // r2sin @ dr do df /%d /R/W r2sin 6 df dr
Uu , ,Z == -~ = . =
20 \/r2—2rzcos9+22 2 0 7 0 Jo /12 —2rzcosf + 22

_ 2 R 2 2_9 0 2\1/2 (0=r
:27r90// cos ) 00 dr =210, ot (r rzcosf + z?) g =
\/r2 — 2rz cos 6 + 22 0 2rz 1/2 =0
2 2 R
— WQO/ rl—(r? = 2rz 4+ 22 + (r2 4+ 2r2 + 22V dr = 7TQO/ rl—|r—z|+|r+z| dr
z Jo 0
Daca z > R atunci: \
2 R Ao R
(0,0, 2) = “”/ rl=(z =) + (2 + )] dr = —22
z Jo 3z

Daca 0 < z < R atunci:

U(OaU:Z):%TZQO{/OZT[(T—FZ) (z =) dr+/ (r+ 2) r—z)]dr}:

2
_ 2T l/ 212 dr+/ 2rzdr] = 270 <R —§>

Daca —R <z <0 avem:
2 -2
u(0,0,2) = T2 {/ ri(=r —z) — (r—z)]dr +
0 —z

2 -z R 2
= 1% [/ (—2r%) dr + 2rz dr] = 270y <R2 — %)
z 0 -z

Daca z < —R atunci:

2 R 2 R A7 0o R?
u(0,0,z) = 7;90/0 rl=(r—2) + (=r — 2)]dr = 7;@“/0 (~2r%) dr = -T2

Pentru z = 0 avem: ,
R rm 1 9

u(0,0,0) = QWQU/ / TSY e dh = 2700 R2.
0 Jo r

47 oo R?
3z
2

27 0o <R2 — %) , daca |z| < R.

R

rl(r+2) — (r — z)]dr} _

daca |z| > R;
Deci u(0,0,z2) =
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12. Cu ce fortd atrage corpul omogen méirginit de cilindrul €2 4 n? = a? si planele
¢ =0, ¢ = h, de densitate gy, punctul P(0,0,2) de masa 1 ?

Rezolvare. Avem:

_ £-0) dfdndc 5d§dndg
“ht €2+77 + o [ €2+77 +(C= 2
ndidndc (—2 dgdndg
_kgo// §2+77 + ) 3/2 Sl Z_kgﬂﬂ §2+77 + ))3/2a
unde (G) : { §2<"'<77<§ha

Facem schimbarea de variabile £ = rcosg, n = rsing, ( = (, (r,¢,() € @, unde
(é) 0<r<a, O<g0<27r 0 < ¢ < h. Rezulta:

r cosgodr dgp d¢ 2m r2dr d¢
kQO/// Ok = kgg/ cospdyp - / / T T (€= 27 =0,
r sin drd d 2m 2drd
_kgo/// SO ¢3§2—kgg/ sin @ dp - // C 3/2:0,

—zrdrdgpd( 2m —z?rdrd(
—’f@o/// T k@o/ @// e

_ hQ— (C z)) 12 _ 1

r=a

r=0
1
— dc.
a?+ (¢ — z)?
Daca z > h atunci:

h 1 1 h
Z=27rkgO/O(C—z)L_C— a2+(<_z)2} d(zQﬂkgg/O (—1—

_ (-2 )2> d¢ = 27k <—h - \/m‘D = 21koo(—h — \/a? + (h — 2)2+

a?+(C—=z
+Va2 + 22).

Daca 0 < z < h atunci:

z 1 1
ZZQ”’““{/O = [cm

o+ (-2

= 21koolh — 22+ Va? + 22 —\/a? + (h — 2)?].

Daca z < 0 atunci:
h
7 =2rko [ (C-2) [
0 q
+Va? + 2?).

S
—2 Jar (-

d¢ = 2mkoo(h —y/a? + (h — 2)%+
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Deci 1n concluzie:

X =Y =0, Z=2rko{Va>+22—Ja® + (h - 2)? = lh=2)}.
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

13. Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:

dx dy d

a) /// rayaz 7» unde G este domeniul compact limitat de suprafetele
¢(l+z+y+2)

r=0,xr=1y=0,y=1,2=0,z=1.

b) /// V22 +y?2dr dydz, unde G este limitat de suprafetele 22 + y? = 22, z = 1.

2dxdyd
/// T unde G este limitat de suprafetele z +y + 2 = 1, z = 0,
y—l—z (z+y+2)

y=0,z2z=
/// r —1)* + 3az — 4a*] dv dy dz, unde domeniul G este limitat de suprafetele
22 +y*—az=0, 2? +y + 22 = 2a%
e) /// (x—y—+2z)sgn (r—2z)dxdydz, unde G este limitat de suprafetele v =1, y = 1,
zzl,a::GO,yzo,z:O.
14. Trecand la coordonate polare sa se calculeze urmatoarele integrale triple:
a /// r—y)? + 2% dr dydz, unde G este limitat de sfera 2 + 32 + 2> = R?.

d dy d
// NG +x ﬁ_ 22 =, unde G este limitat de suprafetele 2”4y + 2% — R* = 0,
2+ y?+22+a
2 2 2 22
/// — —2 — == — — dx dydz, unde G este limitat de e11ps01du1 —+5 2 + — =L
c?

// f@?+y*+2 )d:c dydz, unde G este limitat de suprafetele z = 22 +y?, 2 =y,
G
xr=1,y=0, z=0; sa se ia apoi f = 1.

15. Sa se determine domeniul de integrare si apoi sa se modifice in diverse moduri

ordinea de integrare:

2 V2zr—1x2 a
a) 1:/ dfv/ dy/ f(@,y,2)dz;
0 0 0
1 VI=? V1= =2
by 1= [de [Ty [V fay ) d
0 0 0

unde f este o functie continua.
16. Sa se calculeze volumele corpurilor limitate de urmatoarele suprafete:
a) k2(x? +y%) =22, 22+ y*— R*=0, (kK*(2*+y?) > 2?).

b)x—+z—2—1—0 z=—-c, z=c



Integrale triple 303

)’ +y? +22—R*=0, 22 +y*—ri=0, (2*+y*—r;>0), ro<R.
2
z
<

2 2 2 2 2 ", " 2 2
)S+5+5=1 S+5=5 (5455
c a b c a b c
e) 2’ +y =2 22=uay, >0, y>0.
22y 2
f) 22 + 92 + 22 = 2a2, 2% +9y? < 22 g)¥+b—2+§:1.

o ()" ("4 ()" -1

17. Sa se calculeze masa si coordonatele centrelor de greutate ale corpurilor omogene
(0 = po) marginite de urmatoarele suprafete:

a) iz + y22+ 222: R* 2=0. b)a2?+y*+22=23a% 2*+y*=2az.
)—+Z—2+ =1, =0, y=0, 2=0.

18. Sa se determlne momentul de inertie al corpului omogen (o = gy) avand forma
unui paralelipiped dreptunghic de muchii 2a, 2b, 2¢ in raport cu planul de simetrie per-
pendicular pe muchia 2c.

19. Sa se afle momentul de inertie al corpului omogen marginit de un cilindru de
inaltime A si de raza ro in raport cu axa sa (9 = 0o).

20. Sa se determine momentele de inertie in raport cu planele de coordonate ale
corpului omongn (92: 0p) marginit de urmatoarele suprafete:

21. Sa se determine momentele de inertie in raport cu axele de coordonate precum si
in raport cu originea coordonatelor ale corpului omogen (¢ = gy) marginit de suprafetele:

P4yt +22=1, 22+ <% 2>0.

22. Sa se calculeze in punctul P(0,0, z) potentialul newtonian al corpului méarginit
de cilindrul £2 4 n? = a? si planele ¢ = 0, ¢ = h, de densitate constanti g,.

23. Cu ce forta atrage corpul omogen marginit de sfera de raza R si de masa M,

punctul material P(0,0,a) de masa m ?
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INTEGRALE DE SUPRAFATA

§1. INTEGRALE DE SUPRAFATA. FORMULA
LUI STOKES SI FORMULA LUI
GAUSS-OSTROGRADSKI

Calculul ariilor suprafetelor

Fie ¥ o suprafata neteda data prin ecuatiile parametrice:

z=p(uv), y=1uv), z=xunv), (uv)€A, (6.1.1)

unde A este un domeniu compact din IR?. Atunci aria suprafetei ¥ este:
A(D) = // VEG — F2 dudv,
A

unde B = (23)* + (4,)* + ()% G = (1,)* + (1,)° + ()%, F =@, +y,v, + 2,2,

D(1, x) D(x, ¢ D(p, )
A EG —F? =A% + B2 + C?% unde A = ’ B = ’ C = —2,
e +E7+ 05 unde D(u,v)’ D(u,v)’ D(u,v)
Daca suprafata neteda X este data in mod explicit prin ecuatia:
z= f(z,y), (z,y) € D, (6.1.2)

unde D este un domeniu compact din IR, atunci EG — F? =1+ (f1)* + (f,)?, adici:
A®) = [[ 1+ (22 + (1) dady.
FElementul de arie dS este dS = ||fl, X 7|l dudv = /A% + B? + C?dudv, in cazul
suprafetei (6.1.1), unde 7(u, v) = @(u, v)i+1(u, v)] + x(u, v)k. In cazul suprafetei (6.1.2)

avem dS = /14 p?>+¢>drdy, unde p = f;, q=f,.
Integrale de suprafata de primul tip sau de prima specie

Fie ¥ o suprafata neteda data prin ecuatiile parametrice (6.1.1).
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Functia F' : ¥ — IR este integrabila pe suprafata ¥ daca exista si este finita limita
n

}lir% Z F(z,vi, 2:) Siy unde S; = A(0;), ¥ = U |0y, iar d este norma diviziunii ¢’ =
_) '_

= (A)

independenta de alegerea punctelor P; € 0;. Daca functia F' este integrabila pe X atunci

a domeniului A corespunzitoare diviziunii 6 = (o) si aceasta limita este

i=1,n i=1,n

limita de mai sus se noteaza // F(z,y,2)dS si se numeste integrala de suprafata de
primul tip a functiei F' pe 3. ;

Proprietdti. a) Daci Fy, Fy : G C IR* — IR sunt integrabile pe ¥ (suprafatd neteda
inclusi in @), deci 3 // Fi(z,y, ) dS, // Fa(z,y,2)dS, iar \, u € IR atunci AFi+
+uFy este integrabila pi Y s )

//E()\H(x,y,Z)+MF2(:E,y,z))dS:)\//ZFl(x,y,z) dsJF,L//2 Fy(z,y, 2) dS.

b) Fie ¥ = ¥; U Xy, ¥4, 35 suprafete netede cu Zci)l N 52: 0,iar F: G C R* - R

este integrabila pe ¥ (X C G). Atunci F este integrabila pe 21 si pe X9 si:
// (z,y,2)dS = // (x,y, 2 dS+// (x,y, 2

Teorema 6.1.1. Daca func’gla F % — IR este contlnua pe X atunci ea este integra-

bila pe ¥ si integrala ei este:
//E F(z,y,2)dS = //A F(o(u,v),¥(u,v), x(u,v)) - VEF — G2 du dv.

Daca suprafata neteda ¥ este data prin ecuatia (6.1.2), iar F': ¥ — IR este o functie

continua pe X, atunci:
//ZF(x,y,z) ds = //DF(:E,y,f(x,y)) 1+ p? +q¢?>dxdy.

Teorema ramane adevarata si daca ¥ este o suprafata neteda pe portiuni.

Aceasta integrala de suprafata nu depinde de alegerea fetei suprafetei X.

Aplicatiile integralei de suprafata de primul tip in mecanica

1°. Masa unei suprafete. Daca suprafata X are densitatea in punctul (z,y, 2), 0 =
= o(z,y, z) atunci masa sa este M = //2 o(z,y, z)dS.

2°. Centrul de greutate al unei suprafete. Coordonatele centrului de greutate (zo, yo, 20)
al unei suprafete ¥ se calculeaza dupa formulele:

xTg = %//ng(x,y,z)ds, Yo = % /Zyg(x,y,z)dS, 20 = %//Ezg(a:,y,z)ds.

3°. Momente de inerfie. Momentul de inertie al unei suprafete ¥ in raport cu un plan
a, o dreapta d sau un punct P este integrala [ = // 0r?dS, unde r este distanta de la
punctul curent al suprafetei (z,y, z) la planul «, dreapta d, respectiv punctul P.

Momentele de inertie ale suprafetei ¥ in raport cu planele de coordonate sunt:

Imy://ZQZQdS, IyzZ//EQxQdS, Im://zngdS.
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Momentele de inertie ale suprafetei 3 in raport cu axele de coordonate sunt:
I =1y + Iy, Ly=1Ipy+ 1y, 1, =1 +1,,.
Momentul de inertie al suprafetei ¥ in raport cu originea coordonatelor este:
Iy = // o(z* +y*> + 2%)dS, adica Iy = I, + I, + ..
Integfale de suprafata de al doilea tip sau de a doua specie
Fie ¥ o suprafata cu doua fete, neteda si regulata. Presupunem ca orientarea lui X

este precizatd de vectorul normalei 7 = cos ai + cos ﬁj + cos 71_5,
A B C .

, cosf = , COSY = , In
+v A2+ B2 (2 +v A2+ B2+ (2 +V A2+ B2+ (C?

cazul suprafetei data prin (6.1.1)).
Fie P, Q, R : ¥ — IR trei functii definite si continue pe X, iar D,, D, si D, proiectiile

(unde cosa =

suprafetei ¥ pe planele de coordonate z = 0, = 0 si respectiv y = 0. Presupunem ca
aceste proiectii sunt orientate. Sa presupunem in continuare ca suprafata X este data
prin:

(a): z= f(z,y), (z,y) € D, sau (b): z=g(y,2), (y,2) € D, sau

(¢): y=h(zz), (2,2) € D,.

Pentru cazul (a) sa consideram fata pozitiva a lui ¥ cea pentru care unghiul dintre Oz

1
VI+p2+4¢%

// (x,y, 2 d:vdy—// xyfxy))dxdy—// (x,y,2) cosydS,

numita integrala de suprafata de al doilea tip in raport cu planul z = 0.

si versorul normalei 77 la 3 este ascutit, deci cosy = Introducem integrala:

Analog se introduc integralele:

// T dydz—// 9(y,2),y, 2 )dydz—// z,y,2) cosadS s
//Qxy, dxdz—// Q(z, h(z,x), dmdz:/ Q(z,y,z) cos 5dS,
)

numite integralele de suprafata de al doilea tip in raport cu planul x = 0, respectiv y = 0.
Insumand cele trei integrale de mai sus, obtinem integrala:
// Pdydz+ Qdxdz+ Rdxdy = / (Pcosa+ @Qcos S+ Rcosy)dS,
numita mtegrzala de suprafata de al doilea tip, fozrma generald.
Teorema 6.1.2. In ipotezele de mai sus pentru suprafata ¥ gi functiile P, @, R,
daca ¥ este data parametric prin ecuatiile (6.1.1) atunci:
// Pdydz +Qdzdz + Rdx dy — i// (PA+ QB + RC) du dv
cucosy >0 Sentru Y orientata pozitiv. °

Daca ¥ este datd in mod explicit prin (6.1.2) atunci:
// Pdydz +Qdzdz+ Rdxdy — :I:// (—pP — qQ + R) dx dy
s D
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cu cosy > 0 pentru ¥ orientata pozitiv (fata pozitiva a lui ¥).

Teorema ramane adevarata si daca suprafata 3 este regulata pe portiuni.

Teorema 6.1.3 (formula lui Stokes). Fie ¥ o suprafatd cu doua fete, simpla,
neteda gi regulata (pe portiuni) datd de (6.1.1) cu ¢, ¥, x € C?(A), marginita de un
contur I" simplu, inchis si neted (pe portiuni). Presupunem ca domeniul compact plan A
are conturul A neted (pe portiuni) si ca sensului pozitiv de parcurgere a conturului A ii
corespunde parcurgerea conturului I' in sens pozitiv. Atunci 77 = cos i + cos ﬁf+ oS 7E
caracterizeaza fata aleasa a lui ¥. Presupunem de asemenea ca functiile P, @, R: G C
C IR? — IR sunt definite si continue pe domeniul G, (¥ C G) i au derivate partiale de

ordinul intai continue pe G. Atunci:

OR 0 oP  OR 00  oP
/Pd:r:+Qdy+Rdz—// (———f) dydz+<a—%> dzdx+<a—§—a—y> dz dy,

(fata suprafetei si sensul de parcurgere a conturului I' se determina reciproc).

Teorema 6.1.4 (formula lui Gauss-Ostrogradski). Fie ¥ o suprafata simpla,
inchisd, neteda si regulata (pe portiuni) care delimiteaza un domeniu compact G simplu
in raport cu cele trei axe de coordonate, iar P, Q, R : G C IR®> — IR sunt functii continue

cu derivate partiale de ordinul intai continue pe domeniul G (G C G). Atunci:

//dedz+ded:c+Rd:cdy—/// <8P+aa§+ 82) drdydz sau

// Pcosa+ Qcos 5+ Rcosy)dS = /// <6P aa§+aa]j> dz dy dz,

unde cos a, cos 3, cos~y sunt cosinugii directori ai normalei exterioare la suprafata 3.
Prima integrala de suprafata de mai sus este aplicata la fata superioara a suprafetei X.
Pentru P =2z, (Q =y, R = z obtinem:
V(G) = %//Zxdydz +ydzdx + zdxdy = %//E(:ccosoz+ycosﬂ+ zcosy)dS.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze aria portiunii de suprafata sectionata:
72 2 2 2

a) de cilindrul — + z— = ¢? din paraboloidul eliptic z = ar_ + gb (a,b,c > 0);
a?

b) de cilindrul (2? + y?)? = 2a?zy din paraboloidul hlperbohc zy = az, (a > 0).
2 2

Rezolvare. a) Suprafata ¥ din paraboloidul eliptic z = % + % sectionata de
a
2,2 2,2
cilindrul — + i ¢? se proiecteaza pe planul Ozy in domeniul (D) : — + ‘Z—Q < ¢ (vezi
a a

Figura 6.1.1 si Figura 6.1.2).
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Deoarece suprafata ¥ este neteda, rezulta:

D)= [ i G = ] ﬁ

Facem schimbarea de variabile z = arcosg, y = brsing, (r,¢) € D, unde (D) :
0<r<e 0<¢g<2r. Obtinem:

27 rc c
://~v1+r2abrdrd<p:ab/ / T\/1+r2drdg0:27rab/ 1+ r2dr =
D o Jo 0
2rab (1 +72)%2)1c  2mab
= _ 2 gy -],

2 3/2 |
ZA
y
D> 1
bc
D
bc Y W / ac X
: ' WW '
ac D
X
Figura 6.1.1 Figura 6.1.2

b) Suprafata netedd X din paraboloidul hiperbolic z = Y (vezi Anexa) sectionata de
a
cilindrul (22 + y?)? = 2azy se proiecteaza pe planul Ozy in domeniul (D) : (2% + y?)?

< 2a*zy (domeniul marginit de lemniscata care are axele de simetrie cele doud bisectoare),

(vezi Figura 6.1.3). Avem A(X // \/1 + I —|— v 5 dv dy. Notdm z = arcos ¢, y =

= arsin @, relatii care introduse in 1nega11tatea care deﬁneste domeniul D ne dau:
a'rt < 2a% - a’*r?cospsinp = r? <sin2p, (sin2p > 0= € [0, %] U [ ,37”])
Ay

\

Figura 6.1.3

Rezulta astfel:

L~ 0<r<ysin2p
Deci (D) : { @E[U,g}u[w 3_7T}

72

/2 py/5i0 2
// V14712 ardrdgp—a/ / rv1+r2drde+
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Vsin2p

3m/2 r/sin2¢ w/2
+a2/ /0 V1 +r2drdp = 2a* / / rV1+r2drdp =

/21 (147232 r=vsin2e 2a2 (/2
:22/ - d — 1+ sin2¢)%? — 1] dp =
a 35 oo b= [(1 + sin 2¢) | deo
2a2 /2 2a2 rm/2
:% (cos ¢ + sin ¢)? d(p—%:% (cos® ¢ + 3 cos? psin ¢ + 3 cos psin? p+
0
4 si _ﬂ 2& /2 : /  ain2 o 2 / 22 : I
in? ) d 5= 3 [(sin @)’ (1 — sin” ) — 3 cos” ¢(cos )" + 3sin” ¢ (sin )
0
2 in®
—(cos ¢)'(1 — cos? (p)]dgo—%— g (singo—smg(p—cos3<p+sin3<p—cos¢+
2
, cos
90) = %20 — 3m).
9
Sa se afle arule

a) partii suprafetei conului y? + 22 = 22 situatd in interiorul cilindrului 2% 4+ y? = R?;

b) partii suprafetei conului 2% = 2xy, x, y > 0 situatd in interiorul sferei z? + y*+
+2%2 = a?, (a > 0);

c) suprafetei cilindrului 2? + y?> = ax cuprinsa in interiorul sferei x?+y>+ 22 = a?,

(suprafata laterala a corpului Viviani), (a > 0);

D ) sin u 1+sinu
d) suprafetei elicoidale: = = tgu-cosv, y =tgu-sinv, z= +1n ¢/ +
2 cos?u cos u

o C e . T
+uv, corespunzatoare variatiei parametrilor 0 < u < T 0<v<2nm.

Rezolvare. Suprafetele de mai sus sunt netede.
a) Suprafata ¥ a conului z = 44/22 — 2 situata in interiorul cilindrului 22 +y? = R?
se proiecteaza pe planul Ozy in domeniul D (vezi Figura 6.1.4 si Figura 6.1.5).

Figura 6.1.4 Figura 6.1.5

Din simetria suprafetei ¥ fata de planul Ozy, avem:

—2// J1+ 1 Qd:r:dy—Q//

5 da dy.
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222 T
Mai 'AZ:8/4 dd=82/ L _dudy,
ai precis A(X) o\ 77— zdy = 8V2 ), = zdy

unde (Dy): 0<y<uz, 2?+y*<R2%

Notim z = rcosp, y = rsing, (r,¢) € Dy, unde (Dy): 0<r <R, 0<¢<
Obt;inern

R 7r
—8\/_// \/rcosg@r drd<p:8\/§/ rdr-/ __cosp
0 0

ESE

cos? sin? ¢ \/1 — 2sin? go
_8y3 R2/ (sin gp) Smé_u I/ER? v2/2 _ /f/Q du
\/1—2sm cp 0 V1_2U \/
= 4R? arcsin \/_u‘o = 21 R?.

b) Suprafata ¥ din conul 22 = 2zy, z, y > 0 situata in interiorul sferei x? +y? + 2% =

= a?, desenatd in Figura 6.1.6 se proiecteaza pe planul Oxy in domeniul D (vezi Figura
6.1.7).

AY
D X
a
_________ >y 9] g
tx
N
Figura 6.1.7
Figura 6.1.6
Avem A(X) = 2// \/1+ (z)?dv dy, cu z(z,y) = /27y, deci:
2 2 2
=2 f 1+ () <—”>dd—f//“y+“yddy—
2V 2VYy VY

_\/_//eryda:dy f//([ f)da:dy \/_/da:/ ([ f)dy—

:f/( P L aa [ [vra - 2]
_ 2v2 o (a—2)Y? (22 + a) "
v au? 2au

=u=r=-——, dv = ——=—= du. Rezulta:
P U= Tl T 1+ ) u. Rezulta

Notam
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2v2 (o1 2 2 4y/2a? [ 241
A(E)=—\[/ S ) = ‘[“/ Sl =
3 1+ u? (1 4 u?)? 3 0o (14 u?)3
44/2 a2 /00 du N 8v/2 a2 /00 u? p 4/2 a2 /00 du
= u = —
3 Jo (14 u?)? 3 Jo (14 u?)? 3 Jo (14 u?)?
2v/2a2 /00 1 ! p 42 a? /00 du 2/2 a? U o0
— | ——=| du=—— — :
3 Jo (1 + u?)? 3 Jo (14 u?)? 3 (1 + u?)?
2v/2a? (> du % (14 u?) — u? % du
—2v2a [T T =2Vl |
3 /0 (1 + u2)? V2 | 1+uz)z Vadt |
o0 1y < du o0 < du
2\/2 ( ) du = 2V/2 2/ —a’ =
+a\/_o \Tvwe) ™ vaa 0 1+u2+ u?lo a\/§0 14 u?

¢) Suprafata 3 este desenata in Figura 6.1.8, iar proiectia sa pe planul Ozz este dome-

niul D desenat in Figura 6.1.9. Avem A(X) = 2A(3,), unde (3) : y=+Vax—2?, (y > 0).

Az
AZ

Figura 6.1.8 Figura 6.1.9

Ecuatia parabolei care delimiteaza domeniul D se obtine prin eliminarea lui y din

ecuatiile 22 + y? = ax, 22 + y> + 22 = a®. Rezultd 2% + ax = a®. Deci:

—2// V14 () yz)Qd:Edz—él//DlJl-i-(%/axzﬁ) dz dz =

a—z

) // dr dz de (D)) 0<z<
= 2a ———, unde :
Dy Vax — 2? ' 0 < < a, (s1mp1u/ Ox).

Rezults astfel — % / dz /
\/ ar — :r2

2
Facem notatia ,/ l— =T = dr = —" _ du. Deducem:
a—x 1+ u? (1 + u?)?

a Voiosn 1 2au
E)zQa/ dz/ — 55 du = 4a
0 0 u(a— lﬂfu?) (1+u?) 0

a
dz
0
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2.2

a U= a 2 _ 52 2 _ S2|a
:4a/ arctg u dz:4a/ arctgudz:élazarctgu +
0 u=0 0 z 4 0
a z
+4a/ ————dz = 4a*.
0 Va?—z?
d) Avem A(X) = // VEG — F?dudv, unde (A): 0 <u < %, 0 <o <27 Apoi:
A
1 1 1 cos®u + 2cosusin®u
() + () (=) (cos? u)? ! (cos? u)? T S costu
2
N Vcosu 1 0082u+sinu+sin2u) 1 N <1 (:os;2u—|—2s;in2u+
1 . 1+sin . 2 - 4 2 3
V1+sinu o, /lisinu cos? u cost u 2 cos? u
1 1+sinu 2_ 1 1 [1+sin®u + cos’u 2_ 1 N 1 1+cos’u
2 (1 +sinu)cosu)  costu 4 cos® u ~costu cosbu  cosbu

G = (2))" + (1) + ()" = tg’u-sin’ v + tg’u - cos®v + 1 = tgPu+ 1 = —5—,

1 : 1 1 2
5 cosvtgusiny + — smvtgucosv+§ T =
Cos“ u COs* u cOos” U

F =2, 0, + 4, Yy + 2y, 2 = —
B 1
cosdu’
1 1 1

2
Deci VEG — F2 = \/ 1+ cos"u - iar:

cosb u cos2u  cosbu  costu’

w/4 27 1 w/4 d _ 1 1 dt
A(E):/ / dudv:27r/ ° tg%t%r/ 7’ =
o Jo costu o costu 0 ( 1 ) 1+¢2

1412

1 8
=or [((1+)dt ="
0 3

3. Sa se calculeze:

2 situatd in exteriorul cilindrilor 22 + y? = +ax

a) aria suprafetei ? + y? + 22 = a
(problema lui Viviani), (a > 0);

b) aria suprafetei corpului marginit de suprafetele 2 +2% = a?, y*>+2% = a?, (a > 0);

c) aria suprafetei 2 = /22 — 3?2 situatd in interiorul cilindrului (22 + y?)? = o®(2*—
—y?), (a>0).

Rezolvare. Suprafetele de mai sus sunt netede (pe portiuni).

a) Aria suprafetei ¥ este diferenta dintre aria sferei gi aria suprafetei sferei situata in
interiorul celor doi cilindri, adica A(X) = A(sf)—4 A(X), A(X,) fiind aria unei " petale”
(vezi Figura 6.1.10). Deci:

(): z2=+va2—22—y2, (z,y) €D, cu (D): 2*+y*<axz,
(vezi Figura 6.1.11).
Rezulta:

A(El)://D \/1+(z;)2+(z;/)2dxdy:a//D \/#Qy_y?.
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Facem schimbarea de variabile z = rcos ¢, y = rsin ¢. Introducand aceste relatii in

inegalitatea care defineste domeniul D obtinem r < acosy, cose > 0. Deci:
(D): —5 <9 <5, 0<r<acosg,

yA

\/

Figura 6.1.10 Figura 6.1.11
Deducem astfel:

r w/2 acos ¢ r
A= ff o= [ [ e
B =a |f m=sdrdp=a|  do| ——— 4"

w/2 racosg w/2 r=acos ¢
= a/ / (—Va? —r2) drdp = a/ (—Va? —1r?) dp =
—7m/2J0 —7/2 r=
7r//2 7r/2/ ’ w/2
:a/ [a — a2—a2c082g0]d<p:a2/ (1—\sing0|)dg0=a2/ (1 —sin @) dep+
/2 /2 0

0
+a2/7 /2(1 + sin (,0) d(p = 7Ta2 _ 2@2’ iar A(Z) — da? — 4(71'&2 B 2&2) — 842,

b) Suprafata corpului marginit de cilindrii 22 + 2% = a?, y*> + 22 = a® este desenata
in Figura 6.1.12. Avem A(X) = A(X:1) + A(Xy), unde ¥y = AMBN U DMCN, iar
Y9 =DMAN UMCBN.
Pentru ¥; avem A(X;) =2 A(AMBN), unde (AMBN) : { yl@,2) = vai =2
(x,2) € Dy,
cu Dy = PMQN : 22+ 2% < ad®.

Rezulta:

/ 22 a

Facem schimbarea de variabile z =arcosg, z=arsing, (r,¢) € Dy, unde (D) :

D
0<r<1, 0<¢<?2n, iar (z,2)
D(r, ¢)

a’r 2m 1 r
14(21):2//~ —drd@z?aZ/ d<p/ —dr =
D1 (/1 —1r2sin? o 0 0 /1 —rZsin?gp
2 1 r=1 2m 1
=2a2/ [—, — (/1 — r2sin® ) ]dgpz?aQ/ (1 — /1 —sin? ) dyp =
0 sin® ¢ 0

= a’r. Rezulti:

r=0 sin?
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= 8¢? /W/Q _de
0o l-+cosyp

Figura 6.1.12

In mod asemanitor avem A(Y,) =2 A(DMAN), unde (DM AN) :

=+Va?— 2%, (y,z) € Dy, cu DngMSN:y2+22§a2,1ar

/ a g2
Deci A(E) = 16a :

¢) Suprafata conului ¥ situata in interiorul cilindrului (z? + y?)? =

desenata in Figura 6.1.13.

Capitolul 6

2(y,z) =

a’(z* — y?) este

Ay
D
X
-\, 4 a
Figura 6.1.13 Figura 6.1.14
Avem A(X // \/1 + ( (2)%dx dy, unde z(z,y) = /2?2 — y?, iar
(D): (z*+y*)? < 2(302 Yy ) (domemul marginit de lemniscata care are axele de

simetrie axele de coordonate), vezi Figura 6.1.14.
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2 2

Rezulta A(X //\ll—i- 2x 2+x2y dxdy—\/_// \/fdxdy.
- - x

Pentru a calcula integrala dubla de mai sus facem schimbarea de variabile x =

= arcosy, y = arsin p, relatii care introduse in inegalitatea care defineste domeniul D
ne dau:

4rt < a*r?(cos? ¢ — sin® p) = 12 < cos2p = 0 < r < \/cos 2, cu cos2p > 0 =

3 5 7 ~ — 0<r<,/cos?2
@€ O,q U {—W,—q U [—71—,27'(} = I. Deci (r,¢) € D, unde (D) : SR
4]~ 144 4 pel
Rezulta:
V2 ar|cos ¢ 5 5 T COS
a’rdrde =2v2a //~ ——dr dop,
// \/a2r2 cos? ¢ — a2r?sin? o D1 \/€cos2¢p

7
unde (Dl) :0<r<yfecos2p, pc€ {0, ﬂ [ Z 2%} Deci:

w/4 pi/cos2¢ Vcos2¢
A(z)zz\/icﬁ/ / TEBY grdp + 2v2 d? / / TEBYL drdp =
0o Jo \/cos 2¢ T /4 \/cos 2

93 a2 T/4 cos 'ﬁr_mdgp+2\/§a2/% cos 'ﬁr_mdgoz
0 veos2¢ 2 |r—o Tr/4 \/COS 200 2 |p—q

w/4 2m
= a2\/§/ cos p\/1 — 2sin? pdp + aQ\/i/ ) cos p\/1 — 2sin® pdp =
0 Tr/4

/

-~

2T—p=u

/4 o V2/2
= 2\/5(12/ cos /1 — 2sin? pdp "L 2\/§a2/ V1 — 202 dv.
0 0

Calculam integrala:

V2/2 V2/2 dv V2/2
\/1—2v2dv—/ / v(vV1—2v2) dv =
\/1—21)2 0 ( )
V2/2
1 v |V2/2 V2/2 T
= — arcsin +ovv1 — 202 —/ V1 —2v2dv = ——= — I. Deci:
V2 0 0 2v2
2
T T Ta
I, = ——, iar A(X)=2V2a? —= = —.
W) (%) =2v2 12 2

4. Sa se calculeze urmatoarele integrale de primul tip:

a) // (z +y + 2)dS, unde ¥ este suprafata >+ y? + 22 =a? 2 >0, (a>0);
>

ds
b) // 5 unde X este tetraedrul determinat de suprafetele v +y+2 =1,
1+ +vy)
z=0,y=0,2z=0;
// zy + yz + zx)dS, unde X este portiunea suprafetei conice z = /x? + y?

decupata de suprafata a2 + y? = 2ax, (a > 0).

//\/—+b—4+ dS undeEestesuprafata—+b—2+——1 a, b, ¢ > 0.

Rezolvare. Suprafetele ¥ de mai sus sunt netede (pe portiuni), iar functiile de sub
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semnul integrala sunt continue pe X..

a) Suprafata 3 are ecuatia 2 = /a2 — 22 — y2, (x,y) € D, unde (D) : 22 +y? < a?,
(vezi Figura 6.1.15). Rezulta:

I—// r+y+ a2 — 22 —y?)- > ¢ > d dy.
a_

2 —y
Facem schimbarea de variabile z = ar cos ¢, y = arsing, (r,¢) € D, cu (D) :
0<r<1, 0<¢p <27 Obtinem:

I://ﬁ[ar(cosgo—i-singo)—i-aM] \/_a 2rdr dp = a® //

(cos o+
—r2
, ot r? o o 5
+smg0)—|—r]drdcp:a /0 ﬁdr (smgp—cosgp) +a -Eo-goo =ma’.
z
1,C
1 y
B
1/
A
X
Figura 6.1.15 Figura 6.1.16

Integrala de mai sus se poate calcula si in felul urmator. Parametrizam suprafata
¥ x = acosusinv, y = asinusinv, z = acosv, (u,v) € A, unde (A) : u € [0,2n],

v € [0, 7]. Rezulta atunci:

]:// (acosusinv + asinusinv + acosv) - VEG — F2 du dv,
unde E = (21)2 + (y.)? + (2.)? = (—asinusinv)? + (acos usinv)? + 0 = a?sin? v,
G=(z))?+ (y))* + (2))* = (acosucosv)? + (asinucosv)? + (—asinv)? = a?
F=2a 2 +y. y +2 2 =—a?sinucosusinvcosv + a?sinucosusinv cosv + 0 = 0.

Deci VEG — F?2 = a%sinv, iar:
I:// (acosusinv+asinusinv+acosv)a2sinvdudv:a3// (Cosusin2v+
A A

9 sin 2v

27 7"/21— 2 2T 7"/2 1
+sinu sin® v + )dudv:a3 sin u / ﬁdv—cosu / <——
0 0 2 0 0 2
2 1 w/2
_ o8 U) dv——cos2v‘/ om| = wa’.
2 4 0

b) Suprafata 3 este reuniunea a patru suprafete ¥ = 3; UX, UX3U3,, (vezi Figura
6.1.16), unde:

0<r<1

=0AB: z2=0, (z,y) € Dy, cu (D) :
0<y<1-—=a, (veziFigura6.1.17),
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0<2z<1-y, (vezi Figura 6.1.18),
0<z<1

0<z<1-—u=, (veziFigura 6.1.19)

0<y<1
Yo=0CB: =0, (y,2) € Dy, cu(Dg):{ ==
Y35=0AC: y=0, (x,2) € D3, cu (Dj): {

i Y4y=ABC: z=1—-2—vy, (z,y) € Dy.

AY AZ AZ
D D.
1 3
D2
1 X 1 »Y 1 X
o) A o) B 0 A
Figura 6.1.17 Figura 6.1.18 Figura 6.1.19
Rezulta:

n= [l e //Dlﬂz—ﬂ,) Videdy=["ds[" m+x—+y>dy‘

1 1 y=1-z 1 1
:/ - - _/< ——)dx— ln(l—i—a:)——a:} =In2— —,
0 1+x+yyo 1+x 2 2 1o
I—y
dyd —/ d /
//zz 1+x+y //Dz (1+9)? Vidydz Y 1+y
1 dy 1 dy 9 |1
[ iy = —+2/ = ~In(l4y) -1 =1-I2,
/0 (1+ e y) V= Ty P2 g - I v, 1+l !
1—x
// // \/_dxdz—/dx/ =
s ( —|—:r+y Ds ( 1+x 1+x
L 1—x
:/7dl‘: —1112,
0 (1+x)?

ds 1 1oy
e
s (U414 y)? i (142 +y)? Vadudy \/_0 "o (1+z+y)?

_‘[/< 1+x+yy1"”>d$ f/ <1+x_%>dx:l\/§ln(l+x)_§x] 1

=+3In2— ?

Obtinem astfel:
3—3
I=L+L+L+1L=(3-1)In2+ 2‘[.
c) Suprafata ¥ din conul z = /22 + y2 decupata de suprafata cilindrica 2% +y* = 2az
este desenatd in Figura 6.1.20. Avem (X) : 2z = 22+ 42 (z,y) € D, unde (D) :
2% + y? < 2ax (vezi Figura 6.1.21).

Rezulta:
2 2

x y
I://E(:L‘y+yz+zx)d5’://D[xy—l-(x+y)\/x2+y2]-¢1+x2+y2+x2+y2 dr dy =

0
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=[] @y + (@ +y)\/s? + 422 drdy.

YA

Figura 6.1.20 Figura 6.1.21

Ficand schimbarea de variabile x = rcosy, y = rsing rezulta r?

< 2arcos @,
deci 7 < 2acosp cu cosg > 0 = ¢ € [-n/2,7/2]. Deci (r,¢) € D, unde (D) :

0<r<2acosyg
{ p €—m/2,7/2].

2
I—\/_// 72 cos @ sin ¢ 4 7(cos ¢ + sin @)r] r dr dp = \/_//  Sin S0+

2a cos ¢
+r (coscp—|—sm<p))drdcp \/_/ /Qd/ 3

Obtinem astfel:

2
Sm2 4 +cosp +sinp| dr

w/2 /2
= £ 16a4 cos ¢(cos psin ¢ + cos ¢ + sin @) dp=4v2a* | — o’ - oS ¢
4 —7/2 —m/2 5} —m/2
/2 2 in® o\ 72 6412
+ (1 —sin? )?(sin @) dp| = 4v/2a* | sin p — = sin® ¢ + g = —\/_a4.
/2 3 5 )lap 15
2y o
d) Suprafata ¥ este ehpsmdul — + 7 —i— — =1 (vezi Figura 6.1.22).
T = acosusinv
- o € [0, 2]
Parametrizam suprafata £: ¢ y = bsinusinv unde (A) : 0.1]
v e U,
z=ccosv, (u,v)€ A,
Avem:

E=(2)%+ (y)?+ ()% = (—asinusinv)? + (bcosusinv)? + 0 = (a?sin® u+
+b? cos? u) sin’ v,

G = (2))*+ (y))*+ (2)* = (acosucosv)?+ (bsinu cosv)? + (—csinv)? = (a? cos? u+
+b? sin? u) cos? v + ¢ sin? v,

F=2x 2 +y. vy +2 2 =—a?sinucosusinvcosv + b? sin u cos u sin v cos v.
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Deci:
EG — F? = a2b*sin? v cos? v(cos* u + sin® u 4 2 sin? u cos? u) + ac? sin? u sin® v+
+b2c? cos? usin® v = sin® v(a?b? cos? v + ac? sin? usin? v + b2c? cos® usin?v) =

919 9 . o [cos?usin®v sin®usin’v  cos?v
= a“bc”sin“ v + + .

-

Figura 6.1.22 Figura 6.1.23

Rezulta astfel:

9
a?costusin’v  b2sin?usin’v 2 cosv i
I = + i + I cabesinv du dv =
c

. cos2usin®v  sinwusin®?v  cos?w
= abc sin v + + dudv =
A

a? g c?

2 T cos?usin®v  sinusin®v  cos?w
= abc du sin v + + dv =
0 0

a? g c?

1 2 T 1 27 T
/ cos® u du - / sin®vdv + — / sin’ u du - / sin® v dv+
0 0 0

a? b2
:abc{ ! <u+lsm2u> %- — [ cosv — COS3U>
2a? 0 3
1 1 u
(o o) }-
47rabc 1 1
T3 ( [ _>'

2
2m cos® v
- |—{cosv —
0 3
~ . . ]- 2 2 v .
5. Sa se calculeze masa panzei parabolice z = 5(:1: +y°), 0 <z <1, acarei

= abc

]_ 21 T 9
+—= du/ sin v cos” v dv
c? Jo 0

™

+
0

m N o cos3 v
0 62 3

densitate variaza dupa legea p = 2.
1
Rezolvare. Avem M(Y) = // o(z,y,2)dS = // zdS, unde (X): z = 5(:02—1-
s s
+y?), (z,y) € D, cu (D) : 2?4+ y* < 2, (vezi Figura 6.1.23).
o 1 2 2 . . 1.

Rezulta: M(X) = //D E(x +y°)\/1+ 2% + y? dx dy. Facem schimbarea de variabile

0<r<+2

r=rcosp, y=rsingp, (r, 65, unde (D) :
Y w, (1) (){0§g0§27r.

Obt‘;inem:1 X .
= 5//~r2\/1+r2rdrdg0: 5//~r3\/1+r2drd<p: 5//~((r3+7“)—
D D D
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—r )W+ 2 drdp = 1/” [P+ 122 = r(1 +97)?) dr 27 = 7 [1 ()
2 Jo 2 5/2
1 (1472327 V2 27(6V/3 + 1)
2 T] o 15 '
6. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al suprafetei omogene:

z=va? =22 —y? ,y>0, x4+y<a, (0= 00).

1 1 1
Rezolvare. Avem 1z, = M//zxgo ds, yo = M//z Yoo dS, zg = M//z 209 dS,
unde M:// 00dS.
¥

. 0<z<a
Suprafata ¥ are ecuatia z = a>—22—y?, (z,y) € D, unde (D) :
0 S Yy S a—x,
(vezi Figura 6.1.24 si Figura 6.1.25).
AY
Bla
I AR >y a
a X
l D o) g
|
:
X I
Figura 6.1.24 Figura 6.1.25
Rezulta:

a a a—z dy
M= gg//EdS— QO//D vaz —x? —y? do dy = Qoa/o dx/o Ny

a ) Y y=o—z a ) a— a ) a—
= Qoa/o arcsin \/ﬁ dr= an/o arcsin \/ﬁ dx = Qoa/O arcsin . xd:r:
= Qo0 [:1: arcsin i / da:] = Q0 [ z dx.
Va+zxly \/2x\/a—x(a+x) V2 Jo (a+z)Vax — 22
Not&m — o= “—tQ, dr = —2% 4t Resulta:
a—zx 1+ ¢2 (14 12)2

dt—ggaQ\/_/< ! >dt:

241 2241

_9002\/_/
i = LW
= poa’V/2 | arctgt| — —=arct —‘ = ppa? 2 )T
0o \/_< g ‘0 \/5 g\/ﬁ/?ﬂ 00 9

Calculam in continuare coordonatele centrului de greutate al suprafetei ¥. Avem:

_ 6 _ & _@// a _
xO—M//ZxQUdS—M//Ede—M @ —aQ—xQ—dexdy_

1 +1¢2) 2t2+ 1)
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r=a—-y

Qofl dy =

STl (—y/a? — 22 — y?)

QU(I
:QLZWG 0(\/a2_y —\/a2_(a—y) )dy_é;\o/[ (\/QQ_QQ_\/QG?J—QyQ)dy.

Calculam acum integrala:
I — / [a2 — 42 dy — /a2 _ / [a2 — 42 dy,
1= y2dy = a? arcsin 2 » —|— Y/ a ‘ y? dy

ma?
deci I = U Pentru integrala:

z=0

2

a t
I, = \/5/0 vVay — y?dy facem schimbarea de variabila 1/@ g ; =t=y= 13—752’

2at

dy = mdt. Obtinem:
00 t2 2\/_ ’ \/_ 1 o
Ih=2 22/ Y gi=— / V=Y -
2 = 2020 | (1+2)3 ( (14 2)2 ) PR
£a2/ — £a2 — £ —dt = £a2 arctgt‘ +
1+t2 2 o 1412 2 0o (1+12)2 2 0
! 2 2 2 2 1 o0 2 2 0o 2 2
/ ( >dt:7m\/_+\/_at —\/_aarctgt _ma’V2
1+ 2 4 4 1+t 4 0 8

Rezulta astfel:
oa (ma®  7wa’V2\  gmdd(2 - V2) a
M \ 4 8 N 8M 2/2

In mod asemanator:

Ty =

a

o= M /yQUdS M//\/T—y PNl

ZOZM// 200dS = // \Ja?—x?—y? Jidxd % //d dy =
_Qoa/ dx/“ T Qe U(a—x)da:zgoa B (f+1)_

iar:

M oM s
. a a(v/2 +1)
Deci ag=9yy=——=, 2= —>.
0= Yo 92 0 -
7. Sa se calculeze momentul de inertie al panzei conice omogene:
2 2
a§'+'a5'— 7] =0, 0<z<b
. . xr y z-—>
de densitate gy in raport cu dreapta (d) : 150~ 0 (a, b>0).

Rezolvare. Avem I; = // 007> dS, unde r = dist ((x,y, 2), (d)), M(z,y,2) € ¥
5

(vezi Figura 6.1.26). Pentru a calcula r folosim formula (vezi §i Figura 6.1.27):

MM, x 1
W—m 07—yl = /G — b + 7

b
D Y): oz = —/a? . (z,y) € D, unde (D) : 2%+ y? < a?, Ita ca:
eoarece (X): z a\/x + 42, (z,y) unde (D) : z* +y* < a®, rezultd ca

dist (M, (d)) =
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b 2 b2
li=o [[1: =0 +yas = o [ (— e _b> et Ty -
a J a

/2 b2
:u// [b* (2% + y°) + a®b® — 2ab*\/22 + 12 + a*y?] dx dy.
D

M(x.y.z)
z=b
___________ Y ) 7\ (d)
M0,0,b)
Figura 6.1.26 Figura 6.1.27

Facem schimbarea de variabile z = rcosy, y =rsing, (r,¢) € 5, unde (5) :
0<r<a, 0<¢<2r. Obtinem:

S+ 12
Iy = Qoaai:_ //5(627‘2 + a*b® — 2ab’r + a*r? sin2 @) -rdrdp =
:%[b2%27r+%-27r—3 W21 +a 4 70208 wd]
/2 b2 4b2 9 4b2 6 2 B2
= omg YL <3a4 - = +a—> = Ve + 9”“(3 +20%).
a

8. Sa se calculeze integrala F(t // (x,y,2)dS,
z—l—y—l—z t

1—a?—y?— 22, daca 224+ y2+22<1
unde f(z,y,2) =
0, dacad x2 + ¢+ 22 > 1.
Rezolvare. Avem:

F(t)Z//:H_yM:t (1—a2%—gy? — 2 dS+//I+y+Zt 0dS.

2 +y?+22<1 22 +y?4+22>1

Iniltimea tetraedrului OABC' (vezi Figura 6.1.28) este dist (O, (P)) = , unde

1id}
V3
(P): z+y+ 2=t Avem doua cazuri:
t
a) Daca 1t > 1 atunci F(t) = 0.

V3
b) Daci |t| < /3 atunci F(t) = // iy (1—a? —y? = 22)dS.
. x4y +22<1
In acest caz suprafata ¥ se proiecteaza pe planul Ozy intr-un domeniu D, a carui inega-

litate o obtinem inlocuind pe z =t — x — y in inegalitatea 2% + y? + 22 < 1. Rezulti:
(D): 2>+’ +(t—z2—y)? <1 & 222+ 2zy+ 2¢y* — 2tz — 2ty + > — 1 < 0.
Obtinem astfel:
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F(t)://D[l—:r:Q—yQ—(t—x—y)Q]\/gdxdy:\/5//17[1—752+2t(x+y)—2(x2+

+y?) — 2zy] dz dy.

2

\

Figura 6.1.28 Figura 6.1.29

Pentru a studia curba care margineste domeniul D (elipsa) si a gasi astfel o schim-

bare de variabile pentru calculul integralei F(¢) determinidm cateva elemente ale elip-

2
sei (vezi [11]). Avem § = ) = 3 > 0. Coordonatele centrului curbei sunt date
2v4+y—1t=0 t
de sistemul Y adica zy = yo = —. Valorile proprii sunt radacinile
r+2y—1t=0, 3
L 12=A 1 : :
ecuatiei . 50 ) = 0 deci Ay = 1, Ay = 3. Pentru A\; = 1 un vector propriu
este i, = gz — Tj’ iar pentru A\, = 3 un vector propriu este iy = gz + gj. Astfel

obtinem matricea schimbarii de baza:

2 1 —t
[ V22 V22 _ e
A= ( NI ) . Deoarece A=| 1 2 -t | =t"-3

—t —t t*-1
rezulta ca ecuatia redusa a elipsei este:
2_13 (1,1)2 (y/)2
(E) (x')2+3(y')2+ 3 =0 & T—I—B—'_—t?—l—?)_l:()'
3 9
Relatiile dintre coordonatele vechi (z,y) si cele noi (x

()=o) (2 ) (0)
y) \#3 —V2/2 V2/2 )\ ¢/

!

,y') sunt:

t 2 2
T = — + ix’ + iy’
SN

y=3- Txl + 7@/, (vezi Figura 6.1.29).

Pornind de la ecuatia redusa a elipsei obtinem urmatoarea parametrizare pentru D:
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3 — 12
x = 7 COS . 0<r<l1
3\/§ - unde (D) : { =r=
y' = rsing, (r,¢) €D, Op=om
In coordonatele (z,y) avem:
t V2 V3-# N V2 V312
r=-4+—" T COS —- rsin
372 T3 7T 3 7
t V2 V3= N V2 V312
- — — —. T COS —_— rsm
YT3T T 7T 3 7
D D 3—t?
Determinantul functional (z,9) este (z,9) r.
D(r, ) D(r,p)  3V3
Astfel obtinem pentru F'(¢):

2t V3 —t2 2 13-+t
:\/5//~[1—t2+2t<§+\/§ rsingp)—2<§+§ 5 r2cos2<p+
D
3 — 2 ) 2 /3 — 12 V2 V3 —12 . 3 — ¢

r? sin p+— rcosyp + — r s @ + r%osgpsincm—
3 V3 3v3

3
13-12, 13-, ., t/23-# V2 \/3 12
5 3 r7cos” p+ = rCcosS QY + —(——

29 3 3 3

2t 1 2t\/_
rsin cos — (3= )r?sin® o — 253 — 2 sin o+
Ve ¢ 30> L ) ¢ Vv ¢
1

2 2
— 2
+§(3—t2)r200s2¢}-33\/§ rdrdcpzﬁ//ﬁ l<1—§>r+$\/ — t27r%sin p—
2w
-

1
2
t2 .
9 7 S8in (p—
33—

3—12, , 31, 2V/2t 3—t?
— r° cos” @ — > sin? +—\/3—t2r2sin . drdyp =
3 2 3 2 2 3\/§ 2

3 -t 2\ 1 3—12 1 /¢ sin2p\[>™ 3—1t2/p sin2p
- or(1-5 )5 -5 (5425 ( )
3 3 2 3 4 \2 4

0 12 \2 4
(3 — t?)?
18

(3 — t?)? 3
Deci F(t)={ 18 dacd i < V3

0, daca |t| > /3.
9. Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata de al doilea tip:

a) // rdydz+ydrdz+zdrdy, unde X este fata exterioard a sferei 22492+ 22 = a?;
s

) // (y — 2)dydz + (z — z)dedz + (r — y) dedy, unde ¥ este fata exterioard a
/o
conului 22 4+ 92 = 22, 0< 2 < h;

dydz d d dx d T2
// Y Z ’ Z v y, unde ¥ este fata exterioara a elipsoidului 1:_+ng +Z— =1;
b z
d) I, = // x dydz, I, = / yzdzdr, unde Y este fata exterioara a jumatatii
b )
2
superioare a ehpsmdulm — + y —|— —=1.

bQ
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Rezolvare. Suprafetele de mai sus sunt cu doua fete, netede si regulate, iar functiile
de sub semnul integrala sunt continue pe suprafetele respective.

a) Parametrizam suprafata:

r = acosusinv, y = asinusinv, z = acosv, (u,v) € A, unde (A): 0 < u < 27,

0 <wv <. Calculam cosinusii directori ai normalei 77 la suprafata >:

C
cosa = , cosf = , COS7Y = ,
+V A2 + B? + (C? +VA? + B? + (C? +VA%2 4+ B2 + (C?
D D D
unde A = M, = m, C = M Vom alege semnul din fata radicalului
D(u,v) D(u,v) D(u,v)
astfel incat cosy > 0. Avem:
aCcosSusinv asinu cosv
A= ‘ = —a? cosusin? v,
0 —asinv
0 —asin v 5 . 5
B = = —a”smuysin” v,

—asinusinv acosu Ccosv

—asinusinv acosucosv 5 .
C= _ _ = —a°sinvcos v,
acosusinv asinucosv

iar A%+ B? 4+ C? = a* cos? usin® v + a* sin® usin* v + a* sin® v cos? v = a* sin® v+
4sin?v.
—a?sinv cosv

+atsin®vcos?v =a

Pentru ca cosy = sa fie cosinusul unghiului pe care normala exterioara

+a?sinv
la suprafata il face cu axa Oz, adica cosy > 0, vom lua semnul — in fata radicalului.

Obtinem astfel:
—a? cosusin’® v ) —a?sinusin® v
cosa = T = cosusinv, cosf =
—a?sinw
COS7 = COSv.

Rezulta:
I://(Pcosoz+QcosB+Rcos7)dS://(zcosa+ycos5+zcos7)dS:
5 2
/ acosusinv - cosusiny 4 asinusinv - sinusinv 4+ a cos® v) - VA2 4+ B2+C? du dv =

IX
// (acos2usin2v+asin2usin2v+ac0s2v)-a2sinvdudv:a3// sinv du dv =
A A

o = sinusinv,
—a?sinv

2w m 3 T 3
:a3/ du/ sinvdv = a -27r-(—cosv)‘0:47ra.
0 0
b) Parametrizam suprafata . Avem z = vcosu, y = vsinu, z = v, (u,v) € A, unde

(A): 0<u<2m, 0<wv<h Avem:

g D(y, 2) _ | veosu sin u — yeosu, B— D(z,x) _ 0 1 _
D(u,v) 0 1 D(u,v) —vsinu  cosu
— vsinu, C = D(z,y) _| v sinu cosu -

D(Uav) vCcosu  sinu
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v V2 fata 3 est iderat
= ——, lar supralata este considerata
+uv/2 2 P

cu fata exterioara, vom lua semnul minus in fata radicalului pentru ca cosvy > 0. Deci:

V COS U V2 vsinu No V2
oS = ———= = ———cosu, Cosf3 = ——sinu, cosy:T.

—uV/2 2 —uV/2 T
Rezulta astfel:
V2

]://E[(y—z)coscw—(z—x)cosﬂ+(:r—y)cosy]dS://A [(vsinu—v) (-7@%) +

iar A2+ B%2+(C? = 2v?. Deoarece cosy =

2 2
+(v —vcosu) <—§sinu> + (vcosu — vsinu) g] coV2dudv =
—// (sinu — 1) cosu — v*(1 — cosu) sinu + v*(cos u — sin u)] du dv =

2m
= / v?dv - / (—sinucosu + cosu — sinu + sin u cosu + cos u — sin u) du =
0 0
h3
3
c¢) Ecuatiile parametrice ale suprafetei 3 sunt:

(2cosu — 2sinu) du = 0.

x = acosusinv, y = bsinusinv, z = ccosv, (u,v) € A, unde (A): 0 < u < 27,
0<wv<m Avem:

D(y, 2) bcosusinv bsinwucosv o
A=—"== . = —beccos usin® v,

D(u,v) 0 —csinv

D(z, x) 0 —csinw .
B = = _ _ = —acsinusin” v,

D(u,v) —asINusinY @ CcosSuCcoSv

D(z,y) —asinusinv @ cosu cosv .
C=——=<= ‘ _ = —absin v cos v,

D(u,v) bcosusinv  bsinwucosv

iar A% 4+ B? + 0? = sin® v(b?c? cos? usin® v + a®c? sin? usin? v + a?b? cos? v).

Pentru ca:

—absin v cos v —abcosv
cos7y = . ] 9 9 =
+ sinv - Vb2¢2 cos? usin® v + a2¢? sin® usin® v + a2b? cos? v +F
(E este numitorul fractiei de mai sus, fara semnele +) sa fie mai mare sau egal cu zero,

vom lua semnul — in fata radicalului. Deci:

be cos u sin® v besin v cosu 8 acsin u sin® v acsin u sin v
cosq = - = cosf3 = - =
sinv - F E ’ sinv - E E ’
abcosv
cosy =
E

Rezulté astfel cé

A B
I= // —cosa+—cosﬂ+—0057 ds = // + + ¢ du dv =
s a\a(w o) Ty A )
beccosusin®v  acsinusin?v  absinv cosv
2// + + du dv =

a CoS u Sin v bsin u sin v CCoSv
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be . ac . ab . bc ac ab 7
:// —sinv 4+ —sinv+ —sinv | dudv = —+ — + — | 27 (— cosv)
A\ a b c a b c 0

_An (b’ + a’c® + a’b?)

abc
d) Ca si la punctul precedent, ecuatiile parametrice ale jumatatii superioare a elip-
2 2
z

soidului — + 12—2 + — =1 sunt:

T = acosusmv y = bsinusinv, z =ccosv, (u,v) € A, unde (A): 0 < u < 27,

T . besin v cos u ac sin u sin v abcosv )

ogvgg, iar cosco = ———, COSBZT, oSy = —p—. Obtinem:

—// :1:3(u,v)Adudv:// a® cos® usin® v - be cos usin® v du dv =
A A

2m w/2 1 2
:a3bc/ Cos4udu-/ sin5vdv:—a3bc/ (—H:#d / (1—cos? v)?(cosv) dv=
0 0 0

5, [*™ 1+ 2cos 2u+c0s 2u 2 1 /2 2madbe
= —a’bc du-(cosv——cos v+ = cos v> = ,
3 5 0 5
iar I, = // u,v) z(u v)Bdudv—// besin usinv cos v - acsin usin® v du dv =
/2 o ] — 9 42 b2
= abc? / sin? u du - / sin® v cos v dv = abc? / €08 udu- i _ rave
0 0 0 2 4 o 4

10. Sa se verifice formula lui Stokes pentru functiile:
a) P=1vy, Q=2 R=ux, considerand T cercul x = acos?t, y = a\/2sintcost, z =
=asin’t, t € [0,7], iar ¥ este discul cu frontiera T, (T este intersectia sferei 22+y%+2% =

= a? cu planul x + 2 = a, de razi %, parcurs in sens direct trigonometric daca privim
dinspre semiaxa pozitiva Oz, din afara sferei).

b) P =y*+2% Q = 22+ 12% R = 2> +y?, unde ¥ este suprafata decupatd de
cilindrul 22 + y? = 2rz din sfera 22 + 9> + 2> = 2Rz, 0 <r < R, 2 > 0, iar ' = F'r S fiind
orientata compatibil cu orientarea suprafetei.

c) P=22-2,Q =2°—y? R =1y>—2% unde Y este suprafata elicoidala z = u cosw,
y = usinv, z = cv, u € [a,b], v € [0,27], marginita de doua linii elicoidale si de doua
segmente de dreapta, formand impreuna conturul T'; (0 < a < b).

Rezolvare. Functiile P, (), R de mai sus sunt continue cu derivate partiale continue
pe IR?, suprafetele ¥ sunt simple, cu dous fete, netede, regulate si mirginite de curbe T
simple, inchise si netede (pe portiuni).

a) Avem:

/1" Pdrz+Qdy+Rdz = /07r [av/2sint cos t(—2a cos tsin t)+asin® t av/2(cos t—sin’ t) +

2v/2a2 in’ 2t 1 — cos 2t)2
- \/4_a sin22t+a2\/§<sm4 —( C;S )>+

™
+acost - 2asint cost] dt = /
0

2 ™1 — 4t Tl — 4t
dt = —£a2 / S a2x/§/ [7008 —
2 0 2 0 8

+2a% cos® tsint
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wa?\/2
o 2

1= 2(:05%5—1—(:052 275] g 2a20054t i

. . v? +yt+ 2% < a?
Suprafata X este data prin relatiile: =
rT+z=a
z2=a4—2x
z2=a—2x N A2
_a 2
2 +y? + (a —x)% < a? 7(1; 2) a

T +9? < 5 (vezi Figura 6.1.30),
2
de unde deducem ecuatiile sale parametrice:

V2

xz%—i—%ucosv, y:a—usinv, z:g—gucosv (u,v) € A,
unde (A): u € [0,1], v € [0,27].
Avem:
A D(y, z )_ ‘“fsmv “‘fucosv :aQﬂu B:D(z,x): —5cosv  gusinv _
D(u,v) —5CoSU  Jusinv 4 D(u,v) 5Cosv  —gusiny ’
C:D( ,y) | §cosv  —gfusinv :aQ\/iu
D(u,v) “‘[smv ‘“/_ucosv 4
iar A’ + B?>+C? = a4u2. Pentru ca cosy = ¢ = az;/?u

= s— sa fie mai mare
+VA2+ B2+ C?  £5H

2
sau egal cu zero, vom lua semnul + in fata radicalului. Deci cosa= g, cos =0

V2
COS 7y = 7

V<

=
|
|
|
|
|
|
[
|

Figura 6.1.30
Rezulta:

I—// —dydz — dzdx — dx dy) = // (cos v + cos 3 + cosy) dS =

B s dp — w2l on 27
__E/AUUU__W 2 0 2

Figura 6.1.31

0
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b) Determinam mai intai o parametrizare a curbei I':
2> +y?+ 22 = 2Rx
{ 2 4+ y* =2rx, 2z >0, (vezi Figura 6.1.31)
xr =r+rcost T =r+rcost
y =rsint = y=rsint

z= \/QR(T—i-T cost)—2r(r+rcost), z=1/2r(R—r)-+/1+4cost, t € |0,2n7].

Avem astfel:
27
/(y2+z2) dz + (22 +2%) dy + (2* +y°) dz = / {[r2 sin?t + 2r(R — 7)(1 — cost)]x
r 0
x(—rsint) + [2r(R —r)(1 + cost) + 7*(1 + cos t)?] rcost + [r*(1 + cost)? + r? sin® ] x

t 27
x/2r(R )2\/%}61 /0 [—r3sin3t—QTQ(R—r)(1+cost)sint+2r2(R—

smt 1+cost
1+ cost)cost + 13 1+c0st cost—r,/2r (R—r }dt—
)( ) ( v1+cost

2m m
= r3/ (1—cos? t)(cost)’dt+2r2(R—r)/ (1+cost)(cost) dt + 2r*(R—r) smt‘i +
0 0

2 ] 2t 2w
+2r%(R — 1) / —H% dt + r? / (cost + 2cos®t + cos’ t) dt+
0 0

2
2/2r(R - / V1 t(cost)' dt = 2mr*R.
r2y/2r( r) ; + cost (cost) 0a

Pentru integrala de suprafata:
I= // (2y — 22)dydz + (22 — 2z) dx dz + (22 — 2y) dx dy,
5

z— R

unde (X): 22 +y? + 22 = 2Rw, 2> +9y*> <2rx, 2> 0, avem cosa = , cos 3=
— Y cosy=2
_R, fy_R'
Rezulta astfel ca:
- R
]:2//[(y—z)cosa+(z—x)cosﬁ+(x—y) cosv]dS:2// {(y—z)xR +
> >

+(z—x)%+(x—y)ﬁ dS:Z//E(z—y)dS.

Deoarece (X) : z = 2Rz — 22 —y2, (x,y) € D, unde (D) : z*+y* < 2rz, obtinem

R
dsS = 4/1 dx dy = dx dy.
.\/+2Rx—x2—y2+2Rx—x2—y2 T V2Rz — 2% — 2 T

19 //D W?ﬁ;};jj—y_;y)f%dmy—m I (1_ o )dxdy:

2r V2rz—z2 Y
:2R-A(D)—2R/ da:/
0 —V2rz—z? \/QRI‘ —x? — Yy
y=V2rz—x2
—2R/ \/2Rx — 12 —y?) dr = 27r*R.
y=—+2rr—z2

Avem I'= Fl U FQ U Fg U F4, unde:

= dy = 2mr*R—
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r=t x =bcost
I, =AB:{ y=0 Iy =BC: { y=bsint
| 2 =0, t€la,b], z=ct, t€|0,2n],
(2=t T = acost
[3=CD:< y=0 ry —DA: y = asint
| 2 =2mc, t € [bal, z=ct, t€|2m0],

(vezi Figura 6.1.32).

Xk

Figura 6.1.32

Rezulta:

/(zQ—xQ)d:r+(xQ—yZ)dy—l—(yQ—zQ)dz:/ + 1 +/ +] =
r I ) I's Ty

b 2m
= / [—t* - 1+4% - 04+0] dt +/ [(c*t*—b% cos® t)(—bsint) + (b* cos® t—b? sin t) b cos t+
a 0
a 0
+(b? sin? t—c2t?) c] dt +/ (472 —1?) - 1+ (t*—0) -0+ 0] dt + [ [(c*t*—a® cos®t)(—asint)+
b

B33 3_p3
3a +47*c*(a — b) — ¢

27
+ / (—bc*t?sint + b*sint cos® t + b® cos® t — b*sin® tcos t + b?csin® t — *t?) dt—
0

+(a? cos? t—a?sin® t)(acost) + (a®sin® t—ct?) ¢] dt = —

27
— / (—ac’t’sint + a®sintcos®t + a® cos® t — a®sin® tcost + a’csin®t — *t?) dt =
0

2 2m b? cos® |27
= dn?c*(a — b) + [bc2t2 cost‘o — 2bc? tcostdt —
0 0
2m b o 2m 1 — cos 2t 3|2
+b3/ (1 —sin?¢)(sint) dt — —sin3t‘ +bQC/ ———Tdt—-c7=] |-
0 3 0 0 2 3 lo
jcosd ¢ |27

2w 2m
— lac?t? cost‘o — 2a62/ tcostdt — a
0

5 o 2m 1 — cos 2t t°
~ 2 i’ t‘ + agc/ EEmbLL U L
3 0 0 2 3

2w
+ a / (1 —sin®¢)(sint)" dt—
0

0

] = re(b? — a?).

2m

0
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Pentru integrala de suprafata:

I:// 2ydydz + 2z dx dz + 2x dz dy,
s
unde (X): z =wucosv, y =usinv, z = cv, (u,v) € A, cu (A): a<u<b 0<wv <2,

avem:

D(y,z) |sinv ucosv _ D(z,x) 0 c

A= = =csinv, B= = ~ |=—ccosw,
D(u,v) 0 c D(u,v) |cosv —usinwv
D(z,y cosv —usinv .

C = (z,9) =] =u, iar A2+ B2 4 C? = ¢ + u? Rezulti:
D(u,v) SiInv % COSV

csinv —CCOSV u
cosa = cosy =

——— oS = ———m—, _ .
+v 2 + u? p +vcZ 4+ u? +vc? + u?

Luam fata exterioara a suprafetei X, deci cosy > 0, adica vom considera semnul +
in fata radicalilor de mai sus. Obtinem astfel:
I= 2// (ycosa+ zcos S+ xcosy)dS = 2// (y(u,v)A+ z(u,v) B+ x(u,v)C) dudv =
> A

. . 2 bQ—CEQ 9 . 2m
=2 [/ (usinv-csinv —c*vcosv+ucosv-u)dudv =2 |c T—c (b—a)vsmv[] -
A
o b3_a3 ) 2T
—CQCOSU‘O <(b—a)+ sinv| | = mc(b? — a?).
0

11. Sa se calculeze aplicand formula lui Stokes integrala:
/(y2 — 22 dx + (22 — 2} dy + (2% — y?) dz,
r

unde [ este sectiunea cubului0 < r <a, 0<y<a, 0<z<a cuplanulz+y+ 2= ga
parcursa in sens direct trigonometric, daca privim dinspre partea pozitiva a axei Ox.

Rezolvare. Functiile P, Q, R sunt continue, cu derivate partiale continue pe IR?, iar
suprafata ¥ marginita de curba I' (simpla, inchisa i neteda) este cu doua fete, simpla,
neteda si regulata (vezi Figura 6.1.33).

Avem:
I= /(y2 — 2 dr + (22 — 2%) dy + (2* — y*) dz = // (—2y — 22)dydz + (—22—
r >

—2x)drdz + (—2x — 2y) de dy = —2// (y+2)dydz + (x + 2) de dz + (x + y) dz dy,
>

3
unde () : z4+y+2= 5% (x,y) € D (vezi Figura 6.1.34).

Deoarece vectorul normal la suprafata ¥ este N = Z+j—|— k rezultd cil cosa =

5~

1 1
cos f = —, cosy = —, deci:

V3 V3
I:—%//Z[(?J—Fz)+(:1:+z)+(:1:+y)]d52—%//z(:c+y+z)d5:
:—%//D(a:+y+ga—x—y)-\/gda:dy:—Ga//Dda:dy:—6a-A(D):—

9¢q?
2 )
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(A(D) — A(OF'MC") — 2A(OE'D") = 34i2>

ZA

Ay
a D 3a
E A | 2
1 : \ /'Z C'le B M
| | C
7 : \a ol
| AT 5 &
F 1 D g 2 »y
= a X
; 4 > B o) %E’ F’ %% =
a A M \
%a
X Figura 6.1.33 Figura 6.1.34

12. Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski urmatoarele integrale
de suprafata:
a) //ZxS dy dz+v* dr dz+ 2% dx dy, unde ¥ este fata exterioara a sferei z2 4 y%+ 22 =
= a2;
) //(a: —y+2)dydz+ (y — 2+ z)dzdr + (2 — v + y) dvdy, unde X este fata
exterioars a suprafetei |z —y+z|+|y—z+z|+ |z —z+y| = 1;
c) //2 23 dydz+2ydz de 4222 de dy, unde ¥ este suprafata cilindrului 22 +y% = R?

cuprinsé intre planele z =0, 2z = a;
// x cosa + ycos 3 T 208y

Viz+y?+ 22
si regulata care margineste un domeniu compact G, iar cos «, cos 3, cos y sunt cosinusurile

dS, unde ¥ este o suprafata simpla, inchisa, neteda

directoare ale normalei exterioare la aceasta suprafata.
Rezolvare. Avem indeplinite toate conditiile asupra functiilor de integrat si asupra
suprafetelor X, deci putem aplica formula lui Gauss-Ostrogradski.
a) Avem:
I= // (322 4+ 3y? + 32 drv dydz, unde (G): 22+ y?+ 2% < a?.
Folosim coord%natele sferice x = rcospsinf, y =rsinpsind, z =rcosb, (r,¢,0) €
ECNJ, cu G : 0<r<a, 0<¢p<2r, 0<60 <7 Obtinem:

5 s
Iz3///~r4sin0drdg0d0:3a—-27r-(—cos@)
€ 5 0

b) Avem 1:3// dr dyd> = 3V(Q),
G
unde (G): A=|z—y+z|+|y—z+2|+]|2z— 2+ y| <1. Deoarece:

12ma’®
=
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r—y+z daca y<z+z
o —y+ 2z = )
—r4+y—2z daca y>x+ 2z
y—z4+x, daca z<z+vy
ly—z+2x| = )
—y+z—2x, daca z>x+y,
z—x+y, daca x<y-+z
|z —z+y|= )
—z+x—y, daca z>y+ 2,

rezulta ca:
( r+y+z dacd y<z+z z2<z+4vy, v<y+z

3z—x—y, daca y<zx+z z>x+y, xr<y+2,
—x+3y—z, daca y>z+2z2, 2<z+4+vy, 2 <y+z,
—3r+y+z daca y>x+2z z2>+y, x<y+z
3r—y—2z daca y<z+z z<z+4+y, v>y+z,
r—3y+z2 daca y<zx+z z>x+y, xr>y+2,
r+y—3z, daca y>zx+z z<z+y, r>y+ 2

—x—y—z, dacay>zx+z z>c+y, r>y+ 2.
Astfel descompunem domeniul G in 8 subdomenii:

G:G1UGQUG3UG4UG5UG6UG7UG8, unde:
c+y+z2<1, y<zx+ =z, 3z—x—y<1, y<z+z,
(Gh) : (Go) :
z<zx+y, z<y+z, z>x+4+y, v<y+z,

z<z4+y, x<y+ 2z, z>r4+y, v<y+z2,
3x—y—z§1,y§x+z, $—3y+2§1;y§5€+2;
<G5>:{ (GG):{

—x+4+3y—2<1, y>z+ 2z, —dr+y+z2z<1, y>x+ 2z,
(G3>:{ (a4);{

z<z+y, T>Yy+ 2, Z2>rx+y, r>Y+ 2,

z<x+y, x>y-+z, z>x+y, T>y+ =z
Vom calcula in continuare V(G1), celelalte volume calculandu-se intr-un mod asema-

rHy—3:<1, y>a+z, —r—y—z<1, y> otz
(G7):{ (Gg)!

nator. Notamcu (Py): 2+z =y, (P): a+y=2 (P3): y+z=2s (P): 2+y+z=1
(vezi Figura 6.1.35). Deci (P;) = (OAB), (P,) = (OBC), (P;) = (OAC), (P) = (MNQ),
iar GGy este delimitat de tetraedrul O M MsMs.

1

1
Rezulta astfel ca V(Gy) = 3 A(M{MyMs) - h, cu h = dist (O, (P)) = 75 iar

My My x MM
A1) = 1A X ARG

Punctul M, fiind intersectia dintre dreapta OA gi planul (P) (z =0,y =z, z+y = 1)
11
are coordonatele M, (5, 2 0), punctul M, fiind intersectia dintre dreapta OB i planul
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11
(P) (x =0,y = 2z, y+ 2 = 1) are coordonatele M, <0, 3 5), iar M; fiind intersectia

1 1
dintre dreapta OC si planul (P) (y =0, z = z, x + z = 1) are coordonatele M3 ( 0, —).

2772
Obtinem astfel:

MlMQ = —§+ 5]{, M1M3 = —5 )+ 5]{, MlMQ X M1M3 =

. - - V3
1ar ||M1M2 X M1M3|| = T
3 1
mammmmp%;mv@bﬂ.

o 1o 1o
_Z J— J—
PR

Figura 6.1.35 Figura 6.1.36
Avand coordonatele celor patru varfuri ale tetraedrului OM;MsMjz, volumul sau

poate fi calculat folosind formula (vezi [12]):

0 0 0 1
101/2 1/2 0 1 1
61 0 1/2 1/2 1 24
1/2 0 1/2 1
1
Rezulta in mod analog ca V(Gy) =--- =V (Gg) = o0 deci:

vmu:%,mrzzgvmg:L

c¢) Pentru a putea aplica aici formula lui Gauss-Ostrogradski, vom completa suprafata
cilindricd ¥ cu discul (1) : 2 =0, 22 + y? < R? i discul (%y) : 2 = a, 2% + y* < R?,
(vezi Figura 6.1.36). Astfel //z —i—//21 4—//22 = 5///6302 dx dy dz, unde G este domeniul
delimitat de suprafetele &, ) i 3y, adica (G) : 22 +y> < R* 0< z < a.

Pentru a calcula integrala tripla de mai sus facem schimbarea de variabile x = r cos @,
y=rsing, 2 =2 (rez) €G unde (G): 0<r <R 0<¢<2r 0<z<a.
Obtinem:

S| 2
5/// xdedydz:5///~r2c08290-rdrdgpdz:5R—-/ Mdgp-a:
G G 4 Jo 2
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SraR*
4 .
Pentru ¥; vectorul normal la suprafata este 7 = —k, deci:
// (2% dy dz + 2%y dz do + 2%z dv dy) = // (—2%2)dS = // (=2%-0)-V1dady =0,
¥ ¥ D,
unde (Dy) : 2?4+ y? < R%

Pentru ¥, vectorul normal la suprafata este 7 = E, deci:

// (:E3dydz+x2ydzdx+x22dmdy):// x2zdS:// 22a - 1de dy =
3o ) D,

R? 2r ] 2 R?
:a// :ch:cdy:a//~ r?cos’ o -rdrdp =a— + oS gOdcp: an ,
Dy Dy 4 0 2 4
unde (Dy): 0<r <R, 0<¢ <2
Rezulta astfel:
SmaR*  maR*

= raR*.

// (2® dy dz + 2°y dz do + 2%z dv dy) =
2
d) Avem:

4 4

\/W_ x?
// xcosa—l—ycos5+zcos7d5:/// e+ YT+ 2 /—I2+y2+22+
> V2 +y? + 22 G 2?2+ y? + 22

7 7 7 _ ¥ 2 2 722
VIS Y2 Ve | VT HE R Y ey

r? 4 y? + 22 2%+ y? 4 22

+ de dydz =

dx dy dz
- 2// L
VBT
13. Sa se calculeze volumul corpului G limitat de suprafata:
x = acosucosv + bsinusinv
(Zo) : Yy = ay cosusinv + by sinu cos v
z=csinu, (u,v)€ A,
unde (A): =5 <u<7, 0<v <21 sideplanele z =csiz = —c (a, a1, b, b, ¢ > 0).
1
Rezolvare. Avem V(G) = 3 // (x cosa+ycos S+ zcosy)dS,
b

2 2

unde ¥ = Y, UX; UY,, ¥; fiind suprafata: z = ¢, z—Q + ?Z_Q < 1, iar ¥, este suprafata:
1
2 2
Yy
=63 + E <1
Pentru ¥, deducem ca:
D
A= % = —ccosu(ay cosucosv — by sinusinv),
D
B= (2, 2) = —ccosu(acosusinv — bsinu cosv),
D(u,v)
D
C= (z,y) = —(aay + bby) sinucosu + (aby + a1b) sinv cos v.

S
S

)

(u,
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In calculul lui cos o, cos 3, cosy vom lua semnul — in fata radicalului /A% + B2 + C?.
Deci:
1 1
= [[[ (weosa-rycos f+2cos1) dS =~ [[ [o(u, 0) A+y(u, 0)B+2(u, 0)C] dudv =
So A

=3 //A[(acosucosv—l—bsinusinv) -ccosu (ay cosu cosv — by sinusinv) + (a; cosu sin v+
+by sinwucosv) - ccosu (acosusinv — bsinucosv) + esinu ((aa; + bby) sin u cos u—

—(aby + a1b) sinv cosv)| du dv = % //A[aalc cos® u — bbyesin® u cos u+

+aa;csin? u cosu + bbycsin® u cosu — c(ab; + a;b) sin u sin v cos v] du dv =

1
~ 3 // laayccosu — ¢(aby + a;b) sin usin v cos v] du dv =
A

1 T . 2 2m 4
=3 [aalcsinu _/:/2-27r—c(ab1 + ayb)(—cos u) _/7?/2 (—COZ v) ) ] = acgmr.
a:2 %
Pentru ¥y : z=v¢, (z,y) € D, unde (D) : +— <1, avem 7 = k. Deci:
1
:g// (xcosa+ycosf+ zcosy)d // x 1dS——/ dx dy =
21 z:1
_ ¢ CA(D) = bbicm
3 3
Asemanator pentru ¥, : 2z = —¢, (z, )eDavemn——k iar:
// (xcosa+ycosf+ zcosy)dS = = // 1)dS = = // dr dy =
bblcﬂ'
-

Rezulta astfel ca:

4 2mbb 2
V(G):[1+IQ+I3: mTaaic ™ 1C_ e

3 3 3

(2aa; + bby).

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

14. Si se calculeze aria portiunii de suprafatd sectionata de cilindrul 22 + y? = a?
din sfera 22 + 92 +22=R?, 0 <a < R.

15. Sa se calculeze ariile:

a) partii suprafetei conului 2? = 2zy, x, y > 0 cuprinsi intre planele z = a i y = b;

b) suprafetei laterale a unui con cu indltimea ¢ si avand ca baza o elipsa cu semiaxele
asib, a>b>0, (inaltimea trece prin centrul bazei);

¢) portiunii de suprafata reprezentata parametric prin ecuatiile:

T =3u+ 3uv? —u¥, y=3v+3uiv -0 z=23u?-1?),

corespunzatoare domeniului 0 < u <1, 0 <wv <1 din planul Ouw.
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16. Sa se calculeze:

a) aria portiunii suprafetei az = zy, a > 0 cuprinsi in interiorul cilindrului z2+y?* =
= a?;

b) aria suprafetei 2% +y? = a? cuprinsi intre planele x+2 =0, x—2z =0, z,y > 0;

¢) aria portiunii de elicoid = = rcosy, y = rsing, z = by decupatd din ea de
cilindrul 22 + 32 = a? si de planele 2 = 0 si 2z = 27b.

17. Sa se calculeze urmatoarele integrale de primul tip:

a) // (2% +y*)dS, ¥ fiind frontiera corpului v/22 + 32 < 2 < 1;
2

b) // zdS, ¥ fiind o portiune de pe suprafata elicoidului * = ucosv, y = usinwv,
z:v,0<2u<a,0<v<27r;

c) //2 22dS, ¥ fiind o portiune de pe suprafata conului = = r cos ¢ sin a,
y=rsinpsina, z=rcosa, 0 <r<a, 0< ¢ <21, a=const., 0 < a<m/2;

d) // (y22% + 222* + 2%y?) dS, unde ¥ este suprafata decupati din partea superioara
a conului 22 = k%(z% + y?) de cilindrul 22 + y% — 2az = 0.

18. Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate ale portiunii de pe
suprafata omogend z = /x2 + y2 decupata de suprafata x? + y* = ax, (0 = 09, a > 0).

19. Si se calculeze momentul de inertie al panzei sferice omogene 22 + y? + 2% = a2,
z > 0 de densitate gy in raport cu axa Oz.

20. Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata de al doilea tip:

a) // 2?y?zdx dy, unde Y este fata exterioars a jumatitii inferioare a sferei a2+
+y? + 22 E: R?;

b) I = //2 dr dy, I, = //2de dy, I3 = //2 22 dx dy, unde X este fata exterioara
a elipsoidului Z—z + zb/—j + 2= 1;

c) // 2 dydz + y* dv dz + 2> dz dy, unde X este fata exterioard a sferei (z — a)?+
=B (2= ) = R

21. Sa se verifice formula lui Stokes pentru functiile:

2

a) P=1y3, Q=1, R =z, daci conturul I este circumferinta 2°+y* = a?, 2 =0,

2 2> 0; luam pe suprafata fata superioara,

iar suprafata ¥ este emisfera 22+ y?2+22 =a
iar conturului 1i dam sensul contrar acelor de ceasornic, privind de sus;

b) P =14?2?, Q=222 R =2%? undeT este curba inchisi x = acost,
y =acos2t, z=acos3t, t € [0,2n], parcursa in sensul cregterii parametrului ¢, iar ¥ este

suprafata marginita de I', de ecuatii parametrice x = aucosv, y = aucos2v, z =



338 Capitolul 6

=aucos3v, u € [0,1], v € [0,2x7].

22. Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski urmatoarele integrale
de suprafata:

a) // xyz(xdydz + ydzdx + zdxdy), unde X este fata exterioard a portiunii de
supraf&u‘;éuzsc2 +yt+ 22 =a? 2,y 2> 0;

b) // ry dy dz+y® dr dz+yzde dy, unde ¥ este fata exterioars a sferei #2+y%+2%2 =
= R?; .

c) //E(x2 cosa + y?cos B + 22 cosy)dS, unde ¥ este portiunea suprafetei conice

22 +y? = 22,

0 < z < h, iar cosa, cos 3, cosy sunt cosinusurile directoare ale normalei
exterioare la aceasta suprafata;
d) / yzdydz + xzdxrdz + xydr dy, ¥ fiind o suprafata simpla, neteda, regulata si
)

inchisa care margineste un domeniu compact G.
§2. ELEMENTE DE TEORIA CAMPURILOR

1. Gradient. Daca U(7) = U(x,y,2), T = 27 + yj + 2k, este un camp scalar

. o ou oU oU ) . . .
continuu derivabil (3 FrS a—y’ 5 continue), numim gradient al acestui camp vectorul:
gradU—g—g;+ aa—gj+aaUk notat si VU, undeV—282+jag+k§Z

Derivata campului U duapa o directie oarecare ['=cosai+ cos 6] + cos 7y k este:
=grad U - l——cosa—l——cos + ——cos
ar® B dy b+ gy cos

2. Divergenta gi rotorul unui camp. Pentru campul vectorial:
F(7) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, z)l;
0Q OR

scalarul divE =V -F=— 4+ =% 4+ = g numeste divergenta acestui camp.
oxr 0y 0z
Vectorul: S
i 7k
= = |0 0 0 | [(OR 0Q)\- oR OP 0Q 0P\ -
otk =V x k= or 0Oy 0z _<8y 82>Z <6m 8z> +<8x 8y>k
P @ R

se numeste rotorul campului.
Un camp vectorial F se numeste solenoidal daca divEF = 0. Un camp vectorial F se

numeste irotafional daca rot F=0.
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3. Camp potential. Un camp vectorial F se numeste potential daca exista un camp
scalar U astfel incat F = grad U. In acest caz U este potentialul sau functia potentiala a
campului vectorial F.

Daci F este un camp vectorial definit pe domeniul D simplu conex (P, @, R continue
cu derivate partiale de ordinul intai continue) atunci conditia necesara si suficienta pentru
ca F si fie potential este ca rot F = 0 (cAmp irotational).

4. Fluxul unui vector printr-o suprafati. Sa presupunem ca vectorul ﬁ(f’)
genereaza in domeniul G un camp vectorial. Numim fluzul vectorului printr-o suprafata
datd ¥ in sensul indicat de versorul normalei @ = cosa i+ cos 3] + cosvlg integrala de
suprafata:

//zﬁ -idS = //Z(Pcosa+ Q) cos B+ Rcosvy)dS.

Formula lui Ostrogradski devine in transcriere vectoriala:
J[F-itds = [[f divFazdyaz,
unde X este supzrafa’ga care méfginegte domeniul compact G, iar 77 este vectorul normalei
exterioare la suprafata .
5. Circulatia unui vector. Numim integrala liniard a vectorului F(7) luati de-a
lungul unei curbe I' sau lucrul mecanic al campului F integrala curbilinie:
/Fﬁ-dF: /Fde+Qdy+Rdz.
Daca conturul I' este inchis, integrala liniara se numeste circulatia vectorului F de-a
lungul conturului I'.
Transcrisa vectorial formula lui Stokes devine:
[ Fdr= [[ i-vot Fas,
unde I' este con{urul inchis iare margineste suprafata X, iar directia normalei 7 la
suprafata X trebuie astfel luata incat pentru un observator care s-ar afla pe suprafata X
cu capul indreptat dupa normala, sensul de parcurs al conturului I" sa fie direct trigono-

metric.

PROBLEME REZOLVATE

1. In ce puncte ale spatiului Oxyz gradientul campului:
U=ux3+y>+ 2% - 3zyz

este a) perpendicular pe axa Oz; b) paralel cu axa Oz; ¢) egal cu 07
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Rezolvare. Avem:
VU = g—g?—% aa—[y]j g—Uk = (322 — 3y2)i + (3y> — 3x2)] + (32> — 3ay)k.
a) VU L (02) & VU - k=0 322 — 32y =0 < 22 = .

Am obtinut ecuatia conului hiperbolic.

322 — 3yz =0
b) VU || (O2) & VU = M & { 3y2—322=0 =z =y =2z (z,y#0) sau
322 — 3ay = A

r=1y=0.
Am obtinut bisectoarea primului octant si axa Oz.

In acest caz puteam pune si conditia VU x =0 <

; 3 i
322 —3yz 3y? —3zz 322 —3xy | = 0= (3y? —3xz) — (322 —3yz) =0 =>2=y=12
0 0 1
sau z =y =0.
22 —yz=0
OVU=0&13 y2—22=0 = v=y=2
22 —ay=10

Am obtinut bisectoarea primului octant.

2. Sa se demonstreze formula:
grad (UV) =V gradU + U grad V, unde U, V sunt campuri scalare.

Rezolvare. Avem:

0 0 0 oUu ov
grad (UV) = o (UV)Z—l—a—(UV)j 6_(Uv)k_<6xV+U6:1:>
(%UV+U88V> ( V—i—U ) VgradU + U grad V.
Y

3. Sa se calculeze:
1

a) gradr; b) gradr?; c) grad—; d) grad f(r); e) grad (¢-7); f) grad {||¢ x 7|*},
T

unde r = /22 + 2 + 22, F=zi4yj+2 E, ¢ este un vector constant, iar f este o functie

arbitrara derivabila.

or- 0Or- Or- x - Y -
Rezolvare. a) gradr—a—z+a]+azk: x2+y2+z2l+ x2+y2+z2‘7+
Lo E p_T
V22422 o
or?s or*s 9 s, 0 or 7
b) gradr? = S—i+ a_z,j + aik — 2ralz+2ra—;y + 250k = 2r gradr = 2% = 27

1 o0 (1\N- 0 /1\- 0 T> Y- 2o T
o wads =g ()74 g, ()75 () F= - 5 - 5=
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3 - 3 - 3 = T - - zZ = ’F
) grad /(1) = - F0)7 + 5 F0)T+ - f00F = £10) (574 2+ 2F) = 70
e) grad (¢-7) = grad (c12 + coy + c32) = Cli+ o) + ¢3 k= é (C=cui+ o] + 0315)
i 7k
2 > -
f) grad {||¢ x 7||*} = grad {H €1 €2 C3 H } = grad {||(coz — c3y)1 — (12 — c3x) 5+
r Yy =z

+(ery—cam)k||2} = grad {(caz—c3y) 2+ (c12—c37) 2+ (c1y — c02)?} = grad {222 —2cyc5y2+
+c2y? + 22 — 2c10372 + AAr? + Ay — 20101y + Ax?} = grad {(c2 + A)x? + (A + Ay +
(24222 —2¢1 00y — 261032 — 2003y 2} = [2(E+2)x — 26100y — 261 ¢32)i 4 [2(E+ )y —
—201021 — 209032) ] + [2(2 4 2) 2 — 21037 — 20003y]k = 2[(R + R+ A)zi+ (2 + A+ A)yj+
(24 AR+ 2) 2k = 2[R+ crcay+c1032) i+ (Ry+cream+ac32) ] + (Rz+cresm+cacsy) k] =
=2+ &+ Q) (@l +y] + 2F) — 2er(a1x + ey + ¢32)T + (1 + ey + ¢32)] + es(crz+
Feoy + c32)k] = 2827 — 2(¢ - 7)7.

4. Sa se calculeze:

a=cxgradU, daca U = arctg ———= T :;+;+E
Rezolvare. Avem:
ad U — 8U~+6U~+6UE xz -
r = —1 = — i—
& dx Oy T8, (22 + y? + 22)/2? + y?
yz - z? +y? -

- + k.
R R N v P ) Wy
Rezulta atunci ca:
J k
1 1 =

@.l

1
a=cxgradU =
O T e
= : {
(@ 2V P
_ @+ Y +ye)i— (2® +y* +a2)j + 2(w — )k
e N |
1 - - S -
5. Sa se calculeze derivata campului U = — dupa directia [ = cos ai+cos 3 j+cos v k,
T

(Il = 1), unde r = /2% + 5% + 2. In ce caz aceastd derivatd este egali cu zero ?

Rezolvare. Avem % =grad U - l_: iar:

—xz —yz 2?2 +y°?

4y y2)i— (22 P+ 22)] + (—yz + w2)k) =

=2 (7 8 ()74 2 ()6 gt 5 3
gradU=="{~ ay 92 = (x2+y2+22)3/QZ 3 T BT T

Rezulta astfel: e

dau. 7 - zcosa+ycosf+zcosy cos (I, 7)
a’ o r3 N r2
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si d—?zﬂ@cos(ﬁ)zﬁ@fLF.
C(iil. Sa se demonstreze ca:
div (UF) = UdivF + F - grad U,
unde U este un camp scalar, iar F=rPi+ Qf+ Rk este un camp vectorial.

Rezolvare. Avem:

div (UF) = div (UPi + UQj + URk) = ag(UP) + 2(UQ) + 2(UR) =
U OP 0Q oU R (U aU
= P+UZ—+ —Q FUG G R UG = <% Q ) +

Jor 0Oy 0z

7. Sa se calculeze:

a) div (grad U); b) div (grad f(r)), r = Va2 +y?2+ 22 ¢) divr, 7= Ti4 yj + zE;

d) div f; e) div (U grad U), unde U este un cadmp scalar, iar f este o functie de clasa C?.
r

Rezolvare. a) div (grad U) = div <6—UZ 8U~ a—UE> _ 90 <8_U>+2 <6_U> +

0 ay 0z Or \0x ) Oy \ dy
0 (oU 0*U  9*U 09U : . .

+& (&) = 3.2 + % + 57 = AU, (Laplacianul campului U).

0 0

by i rad 1)) "2 i (710) ) = L (100 )4 (100 )45
- (FO% 0P (0L + 0 )+ (0% 0 EEE ) -

+U (a—P+a—Q+—> :F-gradU—i—Udivﬁ.

&
N\
i
—
=
~

RS
N———
I

r r3
= 1) + PS40 )
¢) divi = div (7 + 5] + 2k) = g_i N g_z N % _5
’ 2 _ 42 2
R U R e
:

oy T
2 2 2 2

L) () 5 () (] i
= (gradU)* + U AU.

8. Sa se caculeze:

a) rot7, = zi 4 yj + 2k; b) rot [¢ x f(r)7], 7 = 22+ 3%+ 22, € este un vector
constant, f o functie de clasi C'; ¢) rot (grad U); d) div (rot F), unde U este un camp
scalar, iar F' = Pi+ Qj + Rk un camp vectorial.
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Rezolvare. a) rot 7 = % % % =0
r oy oz
b) Avem:
7 7 k
ExfF=] o o =leaf() = auf()i-lazf(r) - arf(n)i+

of(r) yf(r) zf(r)
ey f(r) — can f(r)]k.

Rezulta atunci ca:

0 0 0
rot [¢ x f(r)F] = o 7 5 —
(coz —c3y) f(r) (c3x —c12)f(r) (c1y — C_ﬂ)f(?“)

z

- f’(r)%(cly —cx) + e f(r) = flir)=(c3z — ¢12) + clf(r)} i — _f’(r)%(cly — 1) —
— 2l () = ()2 (022 = ) = f ()] T+ [ 110 2w = 1) + e f () = () ez

-
e+ afO1F = | PO e -y - a0 200 7 [ 20

—

(Cwy—

!
—ox? — 92% + c3yz) — 20 f (1)) 5 + [f Y) (c32? — c102 — coyz + c3y®) + 203f(r)] k=

- {@[61(3/2 + 2% 4+ 2%) — 2(e17 + oy + c32)] + 201f(r)} i+ {@[CQ(Q?Q +y* +2%)—

f'(r)

—y(e1x + ey + c32)] + 262f(r)}]_"+ { [es(2? + 92 + 22) — z(c12 + coy + c32)]+

+203f(7“)}/; = / ir)r25— / ir) (€M) +2f(r)c= / Y) [r?¢— (- 7)) + 2f (r)é.
U~ OU- 9U - 0 9 9
)rot(gradU)-rot( i+ )+ k>: or Oy 0z |=
oz ' oy 0z ouU ﬁ ou
Jdr Oy 0z
02U

(PU 2U i s
 \oyoz 020y 6:1:82 628:6 8:663/ Y

d) div (rot F) = div [(a_]; _ §> i (3_R B a_P)

_82R_62Q_82R+82 +6
- 0xdy 0xdz Oydx Oydz 020x 828y

9. Sa se demonstreze ca:
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a) div(F x G) = G -rot F — F -rot G; b) rot (rot F) = grad (div F) — AF

unde ]5, G sunt campuri vectoriale, F=rPi+ Qj + RE, G=1Li+Mj+ NE.

’

Rezolvare. a) Avem:

ik
FxG=|P Q R | =(QN—RM)i—(PN—LR)j+(PM—LQ)k, iar:

L M N
div (F x G) = 3(QN RM)+§( PN+LR)+§(PM—LQ) aa—QN-i-

Y

ON OR aM oP ON 9L OR 0P oM _OL, . 0Q
S MR S N =P SR Lo M P = Q- Lot =
o M T e Ty ay Tay Tty T MG 5 e kg,

OR 0Q oP OR 0Q oP oM  ON oON aL
=Ll— - —=|+M|{— - —|+N|———|+P|l— — — — - —
(63/ 62) + (82 8:6) + (6:1: 6y> + (62 8y> (6:}5

., OR 0Q OR 0P\ - oQ 0P\ - .
de rot F = | — — — —_— = — — — — |k
e 1o <8y 62) (6:1: az>j+<6:1: 6y> i
wGo (BN _oM\o (oN or\. (oar oLy,
' \ dy 0z or 0z J ox dy
b) Avem:
- OR  0Q OR  OP) - 0Q OP) -
F) = o _ % o of 0@ 0P\ ¢l _
rot (rot F') = rot [( o 6z> (8:6 o > J+ (8:6 8y> k]
i j k
9 9 9 (8262 *P_9°P  O°R ) . (82Q
- ox dy 0z = 2 92
6_R B @ a_P B 8_R @ ) a_P oyoxr 0y 922 9207 ox
Jdy 0z 0z Ox 0Jdx Oy
B o0?P B 0’R N 0%Q 2 0?P B GQR 82R 0%Q P
oxdy 020y 022 dxdz 02 0y? 6yaz N 8:62 6y6:1:
0’R B 0?P N o0?P N o0?P > 82Q 82
020 ox?  OJy? 02?2 ! 6:1:2 822 8:663/
PR\ - 0?P 0’Q O°R 0’R 82 0’R\] » oP aQ
+ i+ + + - + k=
020y 0xdz  0Oydz 022 0x? Y2 022 6:1: 6:1: 8y
OR - d (0P 0Q - 0 6P OR
— | — AP — | — A —
+82> ]Z+[8y<8x+8y+82> Q]J la ( +82>
- oP 0Q | OR L
—AR] k = grad <8x By + 82) AF = grad (div F) —

10. Sa se calculeze fluxul vectorului:
a) 7= Ti4 Y]+ 2k prin suprafata z =1— 22+ y?, 0<z<1;
b) F = yz+ zj+ zk prin suprafata totala a piramidei limitata de planele z = 0,
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y=0,2=0,24+y+z2=a, (a>0);

¢) F = (2—2)i+ (z —y)j + 22k spre exteriorul tetraedrului OABC cu 0(0,0,0,),
A(1,1,0), B(0,1,0), C(0,0,1).

Rezolvare. a) Suprafata ¥ : 2 =1— /22 + 52, 0 < 2z < 1 este un con cu varful in
A(0,0,1), (vezi Figura 6.2.1), care se proiecteaza pe planul Oxy in discul (D) : 2?+y* < 1.

" 0
Vectorul normal la suprafata ¥ este N(—p, —¢,1), unde p = £ = —ﬁ,
0z Y .o T Yy . = <
1= 5 = e P V(e v ) e INL = VR Ren

Y

\f\/52+y’\/_\/x2+y’7 g
1= [l mas = [ (it vt ) = v

2 2

+1—\/a:2+y2)-\/1+ AR 2da:dy:/ drdy = A(D) = 7.
D

versorul 72

). Obtinem astfel fluxul vectorului 7

24y x4y

Figura 6.2.1 X Figura 6.2.2
b) Descompunem suprafata ¥ a piramidei in 3y U Xy U X3 U ¥4 (vezi Figura 6.2.2),
unde:
(Xy) = z=0; z,y>0 (Xo) = r=0; y, 220
(OAB) : { r+y<a, (ﬁlz—l;), (OBC) : { y+z<a, (ity=—i),
(33) = y=0; z,2>0 (34) = r+y+z=a
(OAC) : { t+2z<a, (3=-j), (ABC): { z,y, 2 >0, (4 (%,%,%))

Obtinem astfel:

11:/ F - dS = // —x) :—// :rd:cdy:—/ada:/a_xxdy:
3 1 D1 0 0
/ D 5, 0<z<a
=— a— 1) —, =PIy : ,
6 1 = PT (z0y) Ogyga—aj
I, = // // (—y)dS:—/ ydydz:—/ady/aiyydz:
3o ) D> 0 0

a’ 0<y<a
=— a—y)dy=—— | Dy =pryon2s: - ,
/Uy( y)dy 6 (2 P woz) 2 {0§z§a—y>
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13://Z ﬁ-ﬁ3d5'://2 (—z)dS:—//D zdxdz:—/oadx/oa_xzdz:

a(q — x)? 0<z<
:_/0 (a SL‘) dm:—% :prx0z23:{ Srsa )

3
, | D
2 (3 (v02) 0<z<a—=x
1
ﬁ//E (y+z+x)dS V3drdy =a-A(D;) =
3

a
= ?7 (Dl = pr (zOy)Eél)
Rezults in final: [ = // F.idS =0
>

Deoarece suprafata Y este inchisa putem aplica aici formula lui Ostrogradski. Astfel

— a
i 1:/ Foit dS = -2
s N ! V3 /b,

obtinem rapid ca:
I = //Gdivﬁdxdydz =0,
unde G este domeniul marginit de X (ﬁ este un camp solenoidal).
¢) Suprafata ¥ fiind inchisa (vezi Figura 6.2.3), conform formulei lui Ostrogradski
obtinem ca:

1://ﬁ-ﬁd5:// divﬁdxdydz:// 0dz dydz = 0,
b G G

unde G este domeniul marginit de X.

Figura 6.2.3 Figura 6.2.4

11. Sa se calculeze circulatia vectorului F= —yﬂ- :1:]'4— ck (¢ este o constanta) de-a
lungul cercului (z —2)?>+y* =1, z = 0, parcurs in sens direct trigonometric dacd privim
dinspre semiaxa pozitiva Oz.

Rezolvare. Avem [ = / F.dr= /(—y dr + xdy + cdz),
unde (T'): z =2+ cost, y :gint, z = F, t €10, 27].

Obtinem:

2w 27
I:/ (sin2t—i—(2+cost)cost+c-0)dt:/ (14 2cost)dt = 2.
0 0

Putem aplica si formula lui Stokes, adica avem [ = // 7l - rot ﬁdS,
)
unde (2): (z—2)24y2422=1, z >0, (vezi Figura 6.2.4), iar rot F = 2F.
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Ecuatiile parametrice ale suprafetei > sunt:
x=2+cosusinv, y=sinusinv, z=cosv, (u,v) €A,
unde (A): 0<u<2m, 0<wv<m7/2
Vectorul normalei 7i(cos a, cos 3, cos y) este 7i(cos usin v, sin usinv, cosv), cu C =
= sinvcosv. Obtinem astfel:
1= // 2cosydS = 2// sin v cos v du dv = 2.
12. Sa se arat§ ca: °
F=yz(2e+y+2)it+az(z+2y+2)]+aylz+y+22)k
este un camp potential si sa se determine potentialul acestui camp.
Rezolvare. Functiile P = yz(2x +y+2), Q =zz(xr+2y+2), R=xay(x+y+22)
sunt definite, continue pe D = IR® si au derivate partiale de ordinul intai continue. Avem:
orP 0 OR 0P

Q » 0Q _OR _ , 2
oy o Tz +2yz+ 27, 7, oy x° 4+ 2xy+ 212, o 5% Ty +y +2yz,

deci rot F' = 0, adica F' este un cémp poten’gial. Deci exista cémpul U astfel incat:
rad U 220 +y+z2 xz(x + +z xylr+y+2z).

Din relatiile de mai sus deducem ca:

Ulz,y,2) = 22yz +ay’z + 2y + C = ayz(x +y + 2) + C.
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

13. Sa se demonstreze formulele:
a) grad (U+c) = gradU; b) grad (cU) = cgrad U; c) grad (U+V) = grad U+grad V,
unde c este o constanta, U, V' campuri scalare.

1 R
14. Fie campul scalar U = In—, unde r = \/(SC —a)?+ (y—0)2+ (2 —¢)% In ce
r

puncte ale spatiului Ozyz are loc egalitatea |[gradU| =17

15. Sa se demonstreze ca:

a) div (ﬁ + é) = divF 4+ divG, unde F si G sunt campuri vectoriale;

b) div(UF) = F - grad U, unde F este un camp vectorial constant, iar U este un
camp scalar.

16. Sa se calculeze:

a) div[f(r)7], F=zi+yj+2k r=v2Z+y°+ 2% f o functie de clasi C';

b) div (U grad V'), unde U, V sunt capuri scalare.

17. Sa se demonstreze ca:
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a) rot (F + G) =rot F +rot G; b) rot (UF) = Urot F + gradU x F,
unde ﬁ, G sunt campuri vectoriale, iar U camp scalar.

18. Sa se calculeze:

a)rot[f(r)7], F=zi+yj+zk r=22+y2+ 22 f o functie de clasi C';

b) rot [¢ f(r)], € un vector constant, f o functie de clasa C'.

19. Sa se calculeze fluxul vectorului:

a) F =2+ y2f+ 2k prin octantul pozitiv al sferei 2® + y? + 2% = 1, (z > 0,
y>0,2>0);

b) 7 = x;+y]_"+zlz spre exteriorul cubuluiz =0,y=0,2=0,z=1,y=1, 2= 1.

20. Sa se calculeze circulatia vectorului F = —y;+ xf+ ck (c este o constanta)
de-a lungul cercului 224y = 1, z = 0, parcurs in sens direct trigonometric, daci privim

dinspre semiaxa pozitiva Oz.
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Capitolul 1
§1. 19. f este continui pe IR.

20. a) O eventuald primitiva, daca ar exista, ar avea forma:
2

l‘ v
— +c daca =z <0,
F(z) = 2 1
rsin — 4+ ¢, daca x > 0.

T
Dar F' nu este derivabila in x = 0.

b) Se trateaza asemanator Problemei 2, b). Aici se considera functiile:
1
rsin—, daca x #0, . o1
g:R— R, g(x)= T 7 si H(z)=—2?sin—+ 2G(z), = #0,
0, daca z =0 X
unde G este o primitiva a functiei g.

c¢) Ca si in Problema 4 o eventuala primitiva a functiei f ar avea forma:

1 2 1
f——xQSin——i-—G(x), daca = # 0,

F(z) = 2 4 7 2
§G(0), daca = =0,

2
o . rsin—, daca x # 0,
unde G este o primitiva a functiei g(z) = x
0, daca =z = 0.

Dar F'(0) # f(0).
n=1(qz2 + b)3/2 1)
21, a) 1, = L O =Ly
a(n +2) (n+2)a
n —1
b) I, = _ L cosar + ﬁx"_l sin ax — M[nqa
o a a? a21
c) I, = T ORAT M nt cosag — n(n )[n72;
a CLQ b CLQ ( 1)b2
a ar .:..n n ar ;. n—1 n\n — .
d) ]n = m e sin” bx — m@ Sin bx cos bx + W n—2;
a azx n nb azr n—1 : n(n —1)b
e) I, = prR TS n%Qe cos” bx + me cos”" " bx sinbx + mfnq;
o1 do__ -3, 1 2ax +b
" T2 — dae on — 2 ! (n —1)(b? — 4ac) (ax? + bx + c)»=’
) 7 _ n — 21_ 1 coszT
& = T T U s L
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_1 1 coom—1
h) Jow = T 2 — L m#n
m-—-n m—mn cos" ' x
t n—1
Daca m = n atunci J,, 1= Jp, , = /tg":r: dr = 8 T _ Jn_o, n# 1.
Dacam=n=1, .J; :/tg:vd:r:—ln|cosx\+c.
O alta formula este: »
n—m—2 1 sin™"x
T = ———Jmn- y N L.
’ n—1 ’ 2+n—lcos"—lx 7
m-+n—2 1 1
)V Kypp,=—"7---+"K,,_ 1
i) Komn m—1 Mo T s Trcost lg 7
m+n—2 1 1
Ky,,=———7-—K, ,_ 1.
Satt Bmin n—1 mn=2 + n—1sin™ Tzcos” lz 7
x\/§
22. a) —v/1 — z?arctgx + \/ﬁarctgi — arcsinx + C;
vV1—22
b) 1(1‘ . M)earcsinz +C C) r—1 earctgx —|—C d) r+1 earctgz +C
2 R NS ’ 2v/1 + 22 ’

xT

1
e) rln (x+v1+ 22)—V/1 + 224C; f) ExQeI(sinx—cos r)+ze” cosx—;(sin z+cosx)+C.

1 224av2+1 V2 V2
In + Y2 arctg (2vV2 — 1) + Y= arctg (V2 + 1) + C;
4/2 a2 -2+ 1 4 8 ) 4 B )
rz—1 1 1 1
C: 1 ——In(@2*+1)+ ——
x+1‘+2(:v+1)2+ ; ¢) In|z| 2n(:z:—l— )+2(:r2+1)

3 241 3(x—1
d) =3Inl|z|+2In|z? — 1| +C; e) = In vt (z—-1) +C;
xg—l‘ 2 3 3 T+1

+
8 (z+1)2 4(x2+1)
—+—+C; — —arct 1 C;
2 | T2 T Y B) @ 2arcg(:v+ )+2(a:2+2:r+2)+ ’

2 +r+1 V3 2r+1 /3 27 — 1
—— + —arct — arct C;
$2—LE+1+ 6arcg 73 + 6arcg N + C;

?—z+1 32z —3) 2z — 4 28 2z — 1

i) In 1) +2(x_1)2+3(x2_x+1)+3\/§arctg 7
V2 /2

1) 5 arets 7
1

X

3 1
b) 11—6—Zsinix+asin4x—il—ﬁsin32x+c;
Yoy~ 3B HC ) g+ o) + 54 o)

23. a)

b) 21In +C;

f) 21n

1
h) Zln

+C;

+C.

1
- +C:
tgx +1

y I 9 .a+b 2 la—b =z
f)Dacaa:b,I:atgg—l—C, dacaa#b§1m>0, I:\/ﬁarctg a—+btg§+

b 1 tg s — /%%
+C; dacéa#bgii<0,1: - 2ln 2 ab—i—C;
o g o
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2

1 1 1
g)xtg:r—%—i—ln(cosx)—l—c; h) gln(cosx—i-Z —51n(cosx+1)—|—61n(1—Cosx)—i—C;

| (sinz+cosz)? 1 2tgr—1

)

L + t
—ln—"7 4+ arc

6 l1—sinzcosz +/3 & V3
g

1 1 tg 2
+C; k) In tgx+§(1+tg2;1;)+c; 1) — arctg > + C.

V2 V2

1 1
i) 1 In(sin z+cos z)— 1 (sin z+cos z) cos z+C; j)

—22% — 1 18 36
25. a) ————=+C; b) (14 va)"™* — —(1+ V2)"* + —(1 + V/z)"*—
iy s B ) ( V)t = (14 V) — (14 V)
\/1 4 1 V1 4
—3(1+ y2)"* +C; ¢ L +x +x——arctg7+x +C;
4 Vi4zt—z 2 T
d) 2x1/2—3x1/3+6x1/6 61n( 6 +1) +¢C;
2—1 322 3
e) \/Z - + \/g - —arctg /ZUQ +C f) 5( 2/3)5/2 _2(1+x2/3)3/2+3(1+
T
1 Va2 +4
+a23)12 4 C; LI ey Sy S L L O,
) &) 4 2 Vaz+4+x
1 [(22+D)3 -1 V3 2(z% 4+ 1)13 + 1
h) Zln 1‘2 —+ Tarctg \/g +C
\/$2+2£E+ —l-x

26. a) In(Va?+2x+24+2+1) — —V—2? + 4z + 5+
1
+6 arctg e

1 +3 2
; d) —= arct
5_£+C, c) — 5 1—i—C )\/garcg\/_\/ +C
1

3
e) —g(\/:ﬁg—$+1—x)2+§(\/1:2—:r:+1—x)+§ln(2\/x2—x+1—2x+1)+
.3 1 L9 1 e

4222 —x+1-20+1 32 (2VaZ—x+1-224+1)2

1 3/2 9 1/2 3 1/2 9 3/2 1 1/2 9 1/2
[ L7 (2+2) L3z 2+2)? 12'22+0) + arctg %+C:
X

8 (z+1)2 8 (z+1)? 4 x+1
1 2'/2(2 4 )12 x
_ = t C: 2 _ 2\1/2 C:
2 w1 AT  8) 2(a” =2+
3 3 1
h) 2In(—z++V22+ 2z +4)— —In(Va2+2z4+4—2—-1)+ = +C.
2 22x4+1—vVa2+2x+4
27. a) In (tg’z + 2) + ; arct te +C; b) = e’ +2tgx = + C;
n (tg?x — arctg —= - —
i VR 3T g
5 \/5—1—th 1 : 1 tgZ
+ —(cosx —sinz) +C; d) —= arct 2 +¢;
REYREE T BRRRCARY
1 Y T
“ntgl —In (1-tg2) + 2 (3-tg2) +0C;
e)?)lntg2 n1< tg2>—i—3n< 1 g2>+ ;
f) 4—Osm10x+§s1n8x+ 16 sm4:r:+§sm2x+c
e a m-—-n-+p
28. [ = — — X
4 a2—|—(m—n—|—p)2cos(m n+p)x+a2—|—(m—n—|—p)2
a m-—n-—p

X sin (m—n+p)z+ cos (m—n—p)z+ sin (m—n—p)z—

a2+ (m—n—p)? a?+ (m—n—p)?
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a m+n—+p a

— cos (m+n—+p)x— sin (m+n+p)x— X
a2+ (m+n+ p)? ( P) a? + (m+n+ p)? ( 2 a2+ (m+n—p)?

m+n—p
a2+ (m+n—p)

X cos (m +n—p)x — 2sin(m—l—n—p):c.

P VS S (Y o)
29. a) —5¢ (V1+er — /1 ) + 1 Vet 1+ 1)1+ v/1_e)
b)xln(x—l—\/l—i—x?)—2\/1+x21n(:1:+\/1+:1:2)+2x+0

+C:

1 3 2+3
c)x i arctga:ln(1+:c)—gln(1+:1:)+;—x;_ arctgz + C;
2 3 1 1
d) (x—l)arcsin1ﬁ+2\/5+c; e)§x+1sh2x+3—2sh4x+c;
2 2 1+ths
f) —=arctge®V3 +C = —=arctg /3 2 ) +C;
b
g) ﬁcham Cosbx—i-a Ca shaz sin bz + C.

dt. Descompunem fractia

1/( (12 +1)2

30. Se noteaza tgg =t. Rezulta [ = 1 m

de sub semnul integrala in fractii simple:

(2 +1)?2 2 1 +3+\/5 1 +5+3\/5 1
2 _ 1+ _1\3 145 2 3
(t?—t=1) 5V/5¢- 1445 10 (t_1+2\/5) 10 (t_1+2\/5)
2 1 +3—\/5 1 +5—3\/5 1
N R 10 1-v5)? 10 1 v5)*
5t 2 (t_ 2 ) (t_ 2 )
Obtinem:
1 [t 1505 3t +1 242
I= 1 2 C. Deci I =
105 | 5 0 —1—1) 8@ —t-17 " el
1 tg%—lg—‘/‘?’ 8sinz —4cosx —sin?x — 4 cos’> & — 4sinx cos x
= In . +C =
10\/_ tg 5 — 1+2‘/5 40 (sinz + 2 cos x)?
r arctg?2 2sinx —cos @
= — _mlt ( )‘ . c.
10\/_ ne 2 10 (sinx + 2 cos x)? *

§2. 33. Functia f este discontinui in orice punct x € (0,1]. Conform Teoremei 5

nu este integrabila pe 0, 1].

- —r 1 \/—_\/— \/—
34. 1 2+1)— —=1n3; d) 6 — 2¢;
a) 16 ) C) n(\/_+ ) 2\/5 n ’ ) 67 e) \/6 7 ) 24
T 3m T 1
Zon) 2 1) Ssin(a — el
35. a) D 0,1=2; dacia € (0,4), ] = ¢ 4_“du 4
a) Daca a = = —: daca a = arc —: daca a =
8 ) bl \/7 g a’ bl
1 1 va? — 16
I:Z; daca a € (4,00), [ = —= 161na+ 1 ; b)4; ¢)2eln2—2; d) - ln2+
a/ _—
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V-1 V5-v3+1 V6+1 V64+V3-1 141 g5 o 7 /6
+ In + In e) —a 7 f) = g) h)
2v5 V5 —V2+1 25 VEHV2 -1 20 6 27’
1 — 1 —
Dacaa € (—o0, €], [ = 1 ele+3 a);dacaae[e,oo),lz In elat3—e)

n
3—a e2+3—a a+3 a+3—e?

1 ala+3—e) 1 3e?
y 2) 7
dacaae(e,e),l—a+3ln 3 +3—a1na(62—a+3) i) Daca a € (—o0, 1],
4 —
I:ln2—a; daca a € [3,00), I =1In ? 5 daca a € (1,3), I =Ina(4 — a);
. . 2 2v1 — 4sin? o o
j) Daca a € [0,7/6), I = marctg 3% T~ 0sna daca o € (m/6,7/2],
1 25+20s1na—|—2\/4sm a—1
I= ; dacd a = =3

Viasinfa — 1 25+209sma—2\/4s9mT ] %5 ;
536' a)?‘?AI(f):?)f(l)(é_l)”(é) (5-5)+7() (1") 1(3) G-
_Z> + f <§> <2 — 5) =0,4771.
()21 G-+ OG-D O -

satn= a0 (1) 1 () (3-1)+£(3) (o 2) =oams
wit=1()(F) s () E 1) s =
f( % : +f(0)<0+%>+f<%>(%—0>+f(1)<1—%>—

= 5,7376. sAl(f):%[f( +f< )+f()+f(%)} 2,1107.
Sa,(f) = F(0)(0+1) + f(1)(1 - 0) = 8,3890. sa,(f) = f(—1) + f(0) = 1,1353.

2 1 2
Sumele de mai sus sunt valori aproximative ale / 5 dr = 3 In (2% + 1)‘1 =
1 x

Lin 2 ~ 0, 4581 ti /1 2 gy — Lol 1(2 %) ~ 3,6269
=—Iln- ~ espec =z = Slem — = -
2n2 , , respectiv _16 X 26 . 26 € ,
1 1 1 1
37. ) S(e—1); b) 55 ) =5 d) §[ln(1+\/§)+\/§]; )—f—1 f) (2\/5—1)
) 1
&) 7
t 30 7T2 —2k7r+7r —2k:7r+27r o
38. a) 3 b) — c) —Z; I—Z/e . dx—Z/emﬂ =(—1—e"+
(e”—l)2 e — 1
2 = - = — = —th <.
et Ze 1 er 11 2

39 a) Functia f( ) = zarctg z—In (1+2?) este strict crescitoare pe (0, 00), deoarece

f'(x) >0,Vz € (0,00) si f(0) =0; b)sinz € [0,1]; e *m* € [e7} 1], e *"® < 1, deci
/2 . w/2 —_

/ e "M dx < / dx = g c¢) Functia f(z) =
0 0

este crescatoare pe [4,7], deci
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F4) < f() < 7(7), Vo € [4,7] deci 5 =87(4) < [ fa)dr < 3(7) =

- 5 este crescatoare pe [4,6], deci f(4) < f(z) < f(6),Vx € [4,6] si

d) Functia f(x) =

D oaf@)< [ flaydr < 2(6) =

1/10™ 1/10m~1 1/10 1 1
m.%:/ n@%/ (n—1)de+- -+ 1mzn(—“m——)+
1 1

/10n+1 /10n 1/102 10m 107+l
+( 1)(1 1>+ +2<1 1>+1(1 1) A 1+
n — RN — - _— | = - R
o=t 107 102 103 10 102 107+t 107
LTI ! +1(1 1) Rezultd ci i !
it —+4+—=———+—-[(1—-—]. Rezultaca lim s, = —.
1071 102 10 ot 9 10" n—00 9
1 1/2 1/3 1/(n—1) 1
41.[2/ rdr + 2 rdr+3 xdm—l—---—l—(n—l)/ rdr ==+
1/2 1/3 1/4 1/n 2
T S P n_1—1<y+1+ +1> :
2.22 ' 2.32 " 2. 42 2(n—U m? 2 22 n2) " on’
1
42. I, = ——a™" (1 - )" dr =
’ m + 1:1: ( 0 m —|— 1 ( v
n m-+2 n—1 1 n B 1 /1 m-+2 n—2
= x 1—x + x 1—x dr ==
(m+1)(m+2) ( ) ‘0 WHJﬂm+2) ( )
nn—1)---1 /1 min g n!
= x x = =
(m+1)(m+2)---(m+n) o (m+1)(m+2)--(m+n)(m+n+1)
m! n!
C (mAn+ 1)

_ 7r/4 2n 2n—2 o ﬂ/4 2n—2 _ ﬂ/4 2n—2 2 o
43. I,= (tg T+ tg :1:) dx tg”" Crdr= tg™" “x(l+tg r) dx
0 0 0

— /ﬂ/4 thn—Qx dr = /ﬂ/4 thn—Qx . (tgx)’ de — T = tg2n=1, /4 . _
0 . 0 KT | 0 et
=51 Iln_l. Rez;ﬂté: 1
I, = e (=12 (—1) M (=), Ty = &, Deci:
o1 w3 T 3+(1) + (=10, Io = 7. Deci
m 11 (—1)n-
I =(=1)" = —[|1=—Z24+Z—... .
n =l )[4 ( 375 +2n—1ﬂ
44, 2) I, = ™/2 sin 2nx dp — /7f/2 sin (2n — 1)z cos $.+ sinz cos (2n — 1)x dp —
P smana e sin(2n 2 4" P
7r in — ™
/ cos (2n — 1) / sin 2na + sin (2n dr= sin (2n — 1)x‘ + — I+
1 5 sin x 2n—1 2
+§ n_1.2 Rezulta I, = =5 1( nnt - 51 sin (2n — 1)a + I,;_l. Obtinem astfel:
n = D - 2n — 1 —1)" 2 — in(2n — 3
o1 o 1o @n=Dat o (=1) on 3 n(@n—3)at
bt 2 = Zin3a 42— 2sinat o =2 |1 - 242 i
<-4+ —(=1) — = sin 3« — 2sina = —— - = -
3 3 ’ 35 2 — 1

sin (2n — 1)a +

in(2n — oS _
o1 2n_3$1n(n 3a+---+sina
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11 (—1)n-1
Deci limI,=2{1—-4+—-—"--- :
R l 3+5 +2n—1]
/2 sin (2n + 1)z /2 sin 2nx cos x + sin x cos 2nx
b) I, _/ —/ dz =
) s1nx d sinx v
/2 (2 1 2n — 1 1 ™ 1
:/ cos 2nx dx + = / sin (2n + Dz +sin 2n = 1)z dr = —sin2nx /2+—In+
sinx 2n o 2
1 1
—|—§ n_1. Rezulta I, = —(s1nn7r—sm?na)+[n 1 = ——sin2na + I,,_;. Deci:
n n
1 1 1
I, = ——sin2na — 1sin(2n—2)oz— -+ — —sinda — sin 2a + I,
n n—
/2 T ) ) T
unde I :/ dr = — — . Obtinem lim [, = —.
a 2 (é;((]] 2
2v2 +1 S22 9 — 1 8
45. 2) —1n @v2+1)7 b)S=2/ PV T r = 29+ 6V3—
V2 7 1 x 3
9+ 6v/3
—8arctg ——— 5 :

46. S; = S, =7 — 2arcsin
1 — P2 \/g 2

8
—4arcs1n£+\/_ln3 47. S_§

V3
3 15—-16In2 a
48. 2) T (2 = T 4 ) {5 26“ lLg OV =2vi-vy)=2m [
a
a p? Amab?
_9 hll
"y a4xd 15

2
\/_ 1H3 S3 Selipsa — 251 =21 — 251 =

\/p+10+\/m_

49. a)

C) l(y):4/ \/].+(a2/3—$2/3)x*2/3dx:6a.

\/ V2 p
10vV10—1); b) Y=\ /p+10— X2 /p+2+Lin ,
( 5 VP 2 pF24 2

0
28137  8r. 3413 .. 32 V216
Ty ST 2 VS, DESH T P AL NP W/ RT

—1

50. a) ——
, 9 97 2
¢) 5 [(4+p) p(4+p) — p’l.
Sa

T
5 52 76= 21y =0.

51. 26 = —; yg =
- Tg = 9 Y = 3
53. a) 1,4849 (metoda drept.); 1,4675 (metoda trapez.);

54. 3,141 (n =5).

Capitolul 2

§1. 8. a) [fu()| < 5 Y € [1oo), V> 15 fy 250, pe [1,00);
) fu % 1, pe 0,00),

b) [ful@) < 550 Vo€ R V21 fu 50, pe IR
n

b) 5,4025.
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1, daca0<z<1
u
f(x)=14 1/2, daciz =1 fn 7 [, pe [0,00), deoarece f nu este continua;
0, dacax>1;

) £, 50, pe [0,1], My, = sup |fo(z) = f, (%) _ % A 0; deci f, 45 0, pe [0,1].

z€[0,1]

9. a) ng(e) = max {1, [logQE} +1}; b) ngle) = [1} +1.

T !
!
T fi(1) =5 £0= (,;ggc fn> (1). Pe intervalul 0,5). lim f4(x) = o(x), g(x) =
0, dacal0<zx<1
=4 1/2, dacaz =1 Il # g, pe [0,00), deoarece g nu este continud; nu putem

0, dacax>1,
aplica Teorema 7.

n n 1
1. 2) f(2)=0, Vi € 0.1]: b) M= swp [fola)|= o <n+1>_n—|—1 ) -

—>0:/01f(x)dx.

- #Oanpeol /fn :n+1)"(n+2)

§2. 10. a) Pentru z € (00, —6) U (—6/5, 00) seria este (A.C.); pentru
€ [-6,—6/5] \ {—2} seria este (D);
om

b) pentru z € Ukez{[Zlm, ~ 4+ 2km)U (%ﬂ + 2k, o+ 2k7r> U (%” + 2%k, 2(k + 1)7r>} se-

T 3T 5%
1 + 2km, i + 2k7r} U <Z

Y 7
ria este (D); pentru x € {Zﬂ + 2k, Zﬂ +2km, k € Z} seria este (S.C.); ¢) Pentru

{ } seria este

S

7
ria este(A.C.); pentru z € UkeZ{ +2k7r,Z7r +2k7r>} se-

1
T € <—oo, §> U (1, 00) seria este (A.C.); pentru = € {— }
3
2~

11. a;) uniform convergenta cu suma S(z) = 2 — z, ; ag) simplu conver-

Do |

~ 2—x, dacal<ax<3
genta cu suma S(z) = by) uniform convergenta (se foloseste
0, daca r = 1;

Teorema 4); by) simplu convergenta (cu criteriul lui Dirichlet de la serii numerice); nu
este uniform convergenta, deoarece nu satisface conditia din criteriul lui Cauchy.

12. a)-c) serii uniform si absolut convergente (cu Teorema 2).

13. Seria este simplu convergenta pe I cu suma f(x) = 0, V2 € [0,1]; nu este

uniform convergents pe I, deoarece M, = sup |S,(z)] =S, (—) =e¢ ! A0, n =
z€[0,1] n

(Sp(z) = nxe "),
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(o)
14. Este permis derivarea termen cu termen; se aplicd Teorema 8: seria »_ f,(0) =
n=1
o] 2
= 0 este convergenta, f, sunt derivabile pe IR, iar seria derivatelor Z — 5 este uni-
- nt+x
n=1
(0.0
form convergentd pe IR. Rezultd ca seria »  f,(z) este uniform convergentd pe IR si:
n=1
!/
£ ()
— = arctg — | .
4y 2 2
n=1 nt+zr n=1 n

15. Este permisa integrarea termen cu termen; se aplica Teorema 9: f,, sunt integra-

o
bile pe [a, b], iar seria Y f,(z) este uniform convergenti.

n=1
83. 13. a) r = 1; pentru p = 0 seria este (A.C.) daci x € (—1,1), in rest fiind (D);

pentru 0 < p < 1 seria este (A.C.) daca x € (—1,1), (S.C.) daca x = —1, in rest fiind

divergenta; pentru p > 1 seria este (A.C.) daca x € [—1,1], in rest fiind (D).

b) r = %; pentru z € (—1 1) seria este (A.C.), in z = —% seria este (S.C.), in rest adica

272
pentru z € (— o0, —%) U E, oo) seria este (D).

¢) r = 1; daca = € [—1,1] seria este (A.C.), in rest adica pentru z € (—oo, —1) U (1, 00)
seria este (D).

1 11
d) r = 3 daca o = 0 seria este (A.C.) pentru z € <—§, §>, inrest (D); daca 0 < <1
11 1
seria este (A.C.) pentru z € <_§’ §>, este (S.C.) pentru r = 3 in rest fiind (D); daca

a > 1 seria este (A.C.) pentru x € [—%, é}, in rest fiind (D).
e) Daca a € [0,1), r = 1; pentru x € (—1,1) seria este (A.C.); pentru x = 1 seria este
(S.C.), in rest fiind (D). Daca a = 1 seria este (C) pentru Ya € IR. Daca a € (1, 00),
r= 2; pentru x € <—2, %) seria este (A.C.); pentru z = 2 seria este (S.C.), in rest fiind
(D) 1 1

14. a) Daca z € <—§,OO> seria este (A.C.); daca = = -3 seria este (S.C.); daca

1
x € (—oo, —§> \ {1} seria este (D);
b) Daca z € (—o0,0) seria este (A.C.); daca = € [0,00) \ {2} seria este (D).

c) Daca x # g + km, k € Z seria este (A.C.); daca x = g + km, k € Z seria este (D).

1
15. ) < =1+ +at a2+ 2l <
1—zx 2 2 2 2
b) 1 ( >:_2 3 _ =25 _ =20 .. “  2ntl . <1;
A T3t TRt T it Tl
c) s=1+2z+32 +42° + -+ (n+1)z" 4+, |z| <1

(i-a)
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1
d)ﬁ:1+3x+6x2+10:63+---+§(n+1)(n+2)x"+---, 2| < 1;
—x
1 1.2, 1-2:5 1:2-5-(3n —4)

31 — 14— 2 3_ ... _1n—1 n, ... <1
¢ Vita =ldso— g+ a5 o (=1) 3.6.9..an Ll
siz==1;

1 1 14, 1-4-7 1-4-7-(3n—2)
f =1--z+ 2 (-1 e, o<1

) ies 3773.6° 369" B PP i
siz=1;

1 1 1-3-5--(2n—3)

2 2 4 _1\n-—-1 2n
g)V1+zx —1+2_1!x TR + (1) S x4zl <1
iz =+1;

1 1 1-3-5--(2n — 3)

— 22 =1 - 2 _ 4_ = no_ ... i
h) vV1—x 1 5% T gt ST x , ol < 1si
x = *+1;
o1 13 , 1-3-5--(2n—1) o
i) _l_x—1+2_1!:c+22_2!:r +--+ LI 4, |z < lgix=—1;
L1 1, 13, 1:3:5-2n—1) ,, |
Do T Tt e s

o 1, 13 . 1-3-5(2n—1) 5.,
k)arcsmx—x+2_1!_3x ottt 7l @n 1 1) T4 o) <
siz==1;

T i 1, 13 1:3-5-(2n—1) 5.,
Darccoss = garesing = 505~ 5010 T 2nant Ol -
— ey | < Tgia =+,

- - P - L2+l
tor — — — arcter — — — Z T L (=) . < 1 s
m) arcctgx 5 arctgr = o :U—|—3 5+ ( )2n+1 . |zl si
T = %1,
n ————=1-a+a2* ' +2° 2" +2° -2+ f 2 -2 ) | <
1+ + a2 ) 3 ) ;

3 e 3 05 T _1\nt+l_ Y r92n 2n+1 .

o)sinz ==z 5%+ 150% +(—-1) Gn 1 4(3 1)z +---, ve R,
1 2 3 n

. t -1 1 2 :_4__6 ~ .8 _1n+1 2n+2
p) = -arctgz — In (1 + 2?) £ = T ot + +(-1) D@ +
+ey |zl <1z =+1;

e S U B WP B S 1
)=t () (g ) e G ) e (e

1

o ) e el <

arcsin x 9 1 ) 3 < 1 > 4 ( 1 1-3 > 5

= 1 1 1
Do ”Her( EETEE AR N TR TR R G SE TRE T TRE T

1 1-3 1:3:5-+(2n—1)

1 64 ... 14— ... 2n+1
+<+2-1!-3+22-2!-5>xJr Uttt 2"-n!-(2n+1)>x i

1 1:3-5--(2n—1)
1 - - 2n+2 1:
+< T T T et )x oo el <
4(1-3+1 1+1-3>6+
X . X
22.90.5 2-11-3 2-11-3 ' 22.21.5

: 2 _ .2 2
s) (arcsinz)® = x° + 5 1.3
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(1-3-5+ 1 13 13 1 +1-3-5> -
- - :U P
23.3.7 2-1!-3 22.2!.5 22.21.5 2.1!-3  23.3!.7
1-3-5--(2n — 1) 1 1-3-5---(2n —3)
+ . — +...+
o nl-(2n+1)  2-11-3 21 (n—1)!-(2n— 1)
1-3.5-+-(2n — 3) 1 135 (2n—1)\ ,
. n <1
T (1) (2n-1) 2-11.3 " 20l 2nt1) T lels
2 1 1 1 1 1 11 1 1 1
t tex)? =22 — =44 6<_ — .z _> 8( ____________ )
) (arctgx)® = 3% +x 5—|-3 3+5 +x "3 E 3 F " +
1 1 1 1 1
2n+2 (1) —Z . (=1L -1 “17.<__>
o <( v B S A e S S v T G A
1
_1)n <1.
+ )2n+1>+ ol =
16. 7~ 3,14159.
17.8) fle) = 5 - b) ) = By
. r) = —— = — cest r) = —— —7 cest
, 6 180 ’ 3 90 ’
x® 5 3 z 11 7 2447
N M VL IR | :<1__ — - — >
c) fz)=14=z 2+6x 4x+ ;o d) f(x)=e 2+24x T +5760
1 2
(=) (1) + 4";‘” daci = € [=1,1)\ {0}
18. a) S(z) = 0, daca x =0
3 daca x =
< ) _
1 3(e”—1—xe”
T+ — d R\ {0
b) S(z) = e—|—2+ p , daca x € R\ {0}
0, daca x = 0.
L o) 4 )+ 2 daci € [<1,1]) {0}
2t —1)In(x ———, daca z € [-1,
C) S(SU): 226 1 474
-, daca z = 0.
’ V2
1 s 2
19. a) S=In2; b)) S=—-—-In2+ —=; c S——ln V2+1 .
1 21 6 62>
20. S = v —1,1);
)S@) =Tt e A tam e e e b
2 T 3022 15023 2402* 12027
b) S(x) = v -1,1).
LA e Ty el e ¢ e Rl g s S SR
21. I, ~0,3102, I, ~0,9045. 22. a) 0,946; b) 1,057; c) 0,461.
2 00 1n-|—1 :
84. 5. a) Seria Fourier asociat lui f este - Z ) (n*n? — 6) sin PRATE

l

23, daca z € (—1,1)
suma s(z) =
0, daca x = +l.
1 2 @ cos nT — nsinne
b) Seria Fourier este — shar + =shar Y _(—1)" cu suma
a 7r a?+n?

n=1
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e, daca z € (—m,m)
s(r) =
(e +e7")/2, daca x = +.
(="

a? 4+ n?

. ) ) .. 1 2a
¢) Seria Fourier asociata functiei f este —shar + —shar Z CcOsSnZT cu suma
am T

s(x) =chax, Yo € [-m, 7] B
: : e - 2 = (=1)"'n
d) Seria Fourier asociata functiei f este —shan Z o sinnx cu suma
T — n?+a

s(x) =

{ shax, daca x € (—m, )

0, daca r = +m.
6. &) Seria Fourier este 3" (2k + 1)b sin (2k + 1)
. a) Seria Fourier este — cos sin x =
T o2k +1
4 ) cos3b cosdb
= — |cosb sinz + sin 3z + sindx + |, cusuma
m
s(x) = f(z), Ve € [-m,m|\ {—7 +b,—b,b,m — b}, s(—m+b) =s(—b) = —g, s(b) =
a
s(r— ) = &
20 X1
b) Seria Fourier este & + = > —sinne cosnx =
O e
2a sin ¢ sin 2¢ sin 3¢
=_—|gt szt cos 2x + cos3z +---| cusuma s(z) = f(x), Vz €
m
a
€ [—m, 7w\ {—c,c}, s(—c) =s(c) = 3
> 2
¢) Seria Fourier este i a2 (1 — cosnc) cosnx =
“— men
ac  2a 1 —cos2c 1 —cos3c
=9 (1—cosc)cos:r:—i—Tcos2x+Tcos3x+--- cu suma
s(x) = f(x), Vo€ [-m ]
7. a) Daca a € Z, n # ta seria de cosinusuri este:
1
— (1 — (— 1_ -1 n+a o
7ra( ) + ; 7r ) (=1)""*cosnx cusuma s(z) = sinaz,
n#la|
Ve |0,

Daca a € Z seria de cosinusuri este:

1 > 2
— (1 —cosam) + Y 7a2[1 — (=1)"cosan] cosnx cusuma s(x) = sinaz,
a = m(a® — n?)
Ve [0,
b) Seria de cosinusuri este:
2 & 1 2k +1
Z nﬂ]sin% Cosnx:_?)];]2k+18in( —:: )WCOS(Qk—Fl)«Ta

cu suma s(x) = f(z), Vz €[0,7].
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231

8. a) Seria de sinusuri este = Y —[cosna — (—1)"]sinnz cu suma
TN
0, dacid z €][0,a)
1 o
1q -
sy =1 7 acd T =a
1, daca z € (a, )
0, daca x=.
_ 1 &1 nm
b) Seria de sinusuri este —= Y —[1 — (—=1)"]sin — sinnz =
3 n=1 712 3
2 &= 2k
7 I;) 2k+ g ( —5 )™ sin (2k + 1)z cu suma s(z) = f(x), VY € [0,7].

Capitolul 3
§1. 17. a) (C); b) (D); ¢) (A.C.); d)-e) Daci p > 1 integrala este (A.C.), iar daca
0 < p <1 integrala este (S.C.); f) (D).

18. a)Dacéa;«éb,I:b_alng; dacéa:b,lzé; b) 2”?:/3;
c)Dacéa;éb,I:ﬁlng—ﬁ;dacéa:b,lzi; )WI2; e)an-bQ;
)1, g 1arctga—ln\/%ﬁ; h) ln—1+\2a2ﬁ; i) %; j)%—%an—Zféiﬂ;
5= 11 WT\/E; m) 2(a7:Lb)' 2

19. 2) J%; b) sirz;oz; ) 7V d) 2V ) o sin? o’

20. 2) (C); b) (C); ¢) (D); d) (D); e) (D); ) (C) dacii p < 2; (D) daca p > 2
g) (C) daca p < 1; (D) daca p > 1.

21. a) (D); b) (S.C.); ¢) (C) daca p > 1si g <1, in rest fiind (D); d) (S.C.) daca
0<a<l1;(A.C) dacd a> 1.

22.a)0<p<1l; b)p>msgim>0; ¢c)0<p<lsgiO<m<l.

— 1 b— b
23. a) 3_7r; b) m; c) m; d) (b=a)la+3 )W; e) 6 — 91n3 f) (a—l—b)
2 46 8 2
T 1
— |1 -—.
0 75 (1 75)
22 2rqn 2 (2n — 3)! 1 & kb1 ol
26. a) (2aq _pb) (4@0— b2)(2n_1)/2 ' (2n — 2)”; b) g];](_]-) Cn In (k + ].),
-1 — 1!
c) I, = M . g, daca n este par, n > 2; I, = M, daca n este impar, n > 1;

Tn:g, daca n = 0.
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/2
27. Se foloseste integrala I = / Insinx dr = —g In2 si se integreaza prin parti:
0
T /2
x Insinx 0/2 — / retgardr = —g In 2, de unde rezulta relatia din enunt.
0
2
1—a 2 7r 1+V1—22
2. 15. a) — —; —1 1); 2rln —;
8 5. a) <arctg 1—|—a> T b) 5 n(a+1); ¢)2rln 5 ;
a) I(a) = 21 ln |a|, dacd a € (—o0,—1) U (1, 00);
0, daca a € [-1,1].
T A In A T A1 2\
16. f(\) =< — s TN =—=f'(\) ==~ — In A
T 2 A2+1 A+1 ) IO 2 (A241)? (A2+1)2n+
1
YeTE
b—a
17. arctg ————.
are gab+a—|—b—|—2
/2 sin? z

1 1
18. E'(a) = —a dz, deci E'(a) = EE(G) — EF(G)' Apoi:
0

V1 —a2sin’x

/2 gsinx (cos )’ /2 cos’ z /2 dx
E' — dr=— / dr=— / —
(a) 0 V1-—a2sin’x SR (1 — a2sin? 1)3/2 =, (1 — a%sin’® 1)3/2

P a2 2 _ 2 T
_% 0 . (f_SICI; ;1;;2—;))3/2 1 dr = —%F(a) + 1 aa /0 ’ (1- QQCZHQ z)3/? Rezultad ca:
/2
/0 / (1-— a;i:fn2 1)3/2 1 —aa2E’(a) + 1-— a2F(a> 1-— (a).
™ in2
Apoi: F'(a) = a/o " = ;211;11?; T de = )+ %/0 = aQ sin? )32 Deci:
F'(a) = —%F(a) + ﬁE(a). Astfel avem:
E"(a) + %E'(a) + 1E_(a632 = <%E(a) — 2F(a)>l + %E'(a) + 1E_(a632 = —%E(aﬂ—
+éE’(a) + %F(a) - éF’(a) + éE’(a) + IE_(“G)Q _ —%E(a) + % <éE(a) - ép(@) +
%F(a) — é (—éF(a) + ﬁE(a)) + 1E_(aa)2 =0.

oOF_fr —(a-1) TR e g
19 5= oo O GE = g O

’ o —(z—1)* 429" — 22

(o))

oF o —y ‘ B ‘
y =) =t vy s pr W 55 = (R TRACAL
oF e -z OPF v —(x— 1) —y? + 227
5=, RN A ™ = (R TRACA
) _1 L . . _l g [ . _
20. In(a:)_;/o s1ng0-s1n(ng0—:vsmcp)dcp—7r/0 (—cosg) -sin (np—xsinp) dp =

1

: : 17 :
:——coscp-sm(mp—xsmcp)o+—/ cos - (n— xcos ) - cos (ng — xsinp) dp =
T 7 Jo
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1

:—/ cos @ - (n— zcosp) - cos (ng — zsin p) dy,
7 Jo

1 m
I'(x) = — / (—sin? ) - cos (ny — sin @) dp.
7 Jo
Inlocuind in relatia din enunt avem:
1 T
—/ [—2%sin® o + zcosp - (n — zcosp) + (2% —n?)] - cos (ng — xsinp) dp =
7 Jo

1 T

:—/ (nxcoscp—nQ)-cos(ngp—xsincp)dcp:—E/ (n—xcos)-cos (np—xsing)dp =
™ Jo _ 7 Jo

= 0.

0

= ——sin (ng — zsin p)
m
21. a) uniform convergentd; b) uniform convergenta (cu criteriul lui Dirichlet);

c¢) uniform convergenta (cu criteriul lui Abel); d;) uniform convergentd; ds) nu este

uniform convergenta.

V1-— 1
22. a) ﬂln%; b) gln()\—l-l); c) g(a+1—\/1+a2); d) %ln(a+ﬁ).
a+f 9
23. a) gln %; b) ?ﬁ[aﬂ(aﬂLﬂ) — @+ /) In(a+p)+a’Ina+ B Ingl.
1, B2+ m? 1, a®>+¢? b c
24. a) 5111 ml ) 5 Hm, C) arctga — arctga.

(a+7)z

= t. Rezulta:
z(a—B)+ B+

83. 16. Se face substitutia
I ! Bla,b)
= a,b).
(@+7)*-(B+7)

1
17. Se face substitutia ¢t = 3

1 2
(1 iig . Se obtine I = 277172 B(p, q).

s s 5% 7 3T NoXS 7
18.a) —; b) —; ¢) —; d) —=; e) —: f : )
' P F Vs Vog Y500 Vs ® v
b — 2
19. I =(b—a)* ' Blp+1,q+1); I, = % I =7 I —
I - 2(b—a)m
W
20. Se calculeaza U(b) = I + il si derivata U'(b). Se obtine ecuatia U'(b) =
— 1
= b+p -U(b), de unde rezulta U(b) = F(p)—p (cospd +isinph), r =+a>+b% 0 =
ai r
b r r
= arctg—. Deci I = @ cos? O -cosph, I, = ﬁ cos? @ - sin pb.
a ] ) apl aP
21. a) —B (—, 1-— —) . b) Se face substitutia cosz = 1 — 2v/%; rezultd I =
) 1m1 m n
:—B<—,—>;CF +1);
5 p < P~ ng
d) Se calculeaza J(p,e) = I(t)dt, 0 < e < 1 fixat, unde I(p) = / BT dx.
€ 0 T
Obtinem:

(b — a)7r'
Ty
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00 t—ll o~ ]
J(p,€)=/:</0 %dx) dt:/U 12_:; (/::Et_ldt> dx =

* Inx z! = P 0o gp—l o0 1
:/ | —/ / —dx.
o 1+z \Inz) |i= 1+:U o x'=f(1+2)

/

IS
d 1
Pentru Iy notam z = ﬁ =y = lj-:r:’ de = ﬁ, 142z = m Rezulta
/ T ) Pdy = B(p,1—p) = — I Integrala I, este convergenta. Deci:
sin (pmr)
! 2
7r 3 s —m? cos (pr)
J(pe)=—— —I; remltd I(p)=—— | = =~ L0
(p-) sin (pr) rezulté I(p) (sin (p7r)> sin? (pmr)

Capitolul 4
1 1 4b b
. 11. a) t9 — t1 + = sh 2ty — —sh 2¢;; S ;C a— ash —;
1 > h > h b) sh®T b): d) ash
a a

+ /s +1 5+1  Jei+1
e) may/4m? + + o Q2r+Var?2 +1); f)a |- 72 \/% - \/% + il -|
[ P14+ /i +1 Y2 ¥ J
V2E? 4+ 1
12. a) (to — t1)[1 + 2(t3 + tity + 13)]; b) 27V R + h?; ¢) %(e’“o —1);
d) 21; e) Pentru a obtine o parametrizare a curbei pornim de la ecuatiile parametrice
ale sferei * = acosucosv, y = asinucosv, z = asinv, u € [0,27], v € [—7/2,7/2].

Impunand conditia ca z, y, z sa verifice a doua ecuatie a curbei [ obtinem:

a cosu a sin u shu z
TE e Y= g A=A, u € [0, ug], wuo :arcthgo > 0.
Rezulta L(T) = 2av/2 <arctg atz E) :
— 20 4
2
f) Notdm x + y = u, = —y = v. Din prima ecuatie rezulta v? = au = u = Y Deci:
a
1 1 (v? 2v/2 032 v9a
:1::§< +v y:§ ;_U>,Z:T'%,UE[O,UU], UOZTZ§/3>O-
3 3 2
Rezulta L(T) = W y ZO +24 a3ﬁ
13. Ecuatjiile parametrlce ale curbei sunt z(t) = f'(¢) - sinp + f"(¢p) - cos @,
y(t) = f'(9) - cosp — f'(9) -sing, ¢ € [, @], far ds? = [f'<¢>+f'"(so>1“’j_¢2-
256 a® a’ ab 2v/2
14. a) =——; b) — (ch*?(2t) — 1); Ptab+0%); d) (0 - d®);
a) 15 ) ) 6(C ( 0) ),C) 3(a+b)(a +ab + )a ) 3 ( a)a
) 19
e) —.
3

15. a) % [(24—471-2)3/2 _ 2\/5] b) 100v/38 — 72 — 17In 25+4\/_>

] " 2o .

€ a

16. Mz?b(b—i-a
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17. M = _ [(1+23)*? — (1+2})*?] . 18. M =4k

Wl

h—a _h+ ab
h+a’ =3 2Wh? — a2

4 3
S_ZQ Loy = Iy, = Lo = ﬂg;]a ; 1y = I, = I, = mooa”,

19. xp=b—a

20. To = Yo — 20 —

I = 30,377'@[].
2

14 4
8§2. 12. a) 0; b) —27; «¢) 15 d) 3 e) 0; f)i)-iv) L.
13. a) 0; b) —2In2. 14. a) 7v/2; b) —1. 15. a) a®m; b) —7a? c) —4.

16. L= |- mﬁ-df':—/ ngdz:—mg(ZQ—zl).
AB 21

18
17. Integrala este independenta de drum si /A Pdx+Qdy = -
AB

18. a) 4; b) 1; ¢) ecosl — 1.

oP 0Q  —z%y%?— 32" — 3! z? y?
9 _ % _ ) Ulry) =2 —ay+ L+
9 = on 2, ; b) U(z,y) , Tt T

19. a)

oP 0 2 2y —y?
20. — = —Q = w; se considera curbele:

(F1)2 {x:cost ] si (F2)1 {:c:cost N

y=sint, t € [-Z,Z y = —sint, t € [5,30],

(vezi Figura I.1) si se arata ca Pdr+Qdy=—-nm#7m= / Pdx + Qdy.
Fl F2

YA
A
L I

7 \

@)
—
<V

B
Figura 1.1

21. a) 0; b) z1(z121 + y?) — 28 (z020 + Y3).
3 —
x y+C’; b) z(z,y) =

2v2y

$3y

22. a) Z(l‘,y) = m

arctg +C;

1
2v/2
Y _ Lo,

)

) 2(r.) = 1
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23. a) u(z,y, 2) :x—z+ﬁ+0; b) u(x,y, 2) :arctgi—ijLC.
Y z T xy

Capitolul 5

1 2
§1. 12. a) —[sinma + sinnb — sin (ma + nb)]; b) In (1L+V3)2+ V5)
mn (1+\/_)(2+\/_)
T V2 ab I'(p)T(q) a’ 160 284 , .7
S S | 2/2); . S . T h) 22 A .
37
l— —1n2; k t
) 15g —In )4 farcgf
2m a? TR 1 1 abm 5 a3b3m
13. a) 5 b) — 1 < 62>; c) 27r/0 rf(r)dr; d) T(a +b%); e) Y
7 3./3 b p5m/4 4q® 1
f)%—ﬂg/_; g)/{l/m f(rcosg,rsing) - rdrdy; h)%(%+§>
2 —1)2 b
14. a) 27; b) %, c) %lnG (22 —1); d) 272 + 8.
2 _ —
15. a) ma?; b) 2a?; ¢) voa P-a :
2 (1+a)(1+5)
3ma’ 88 A5 > 2
16. —: b)) —; —: d 1—e 1) —.
a? Ta 9a a 8a
17. a) M:%;foz‘%:?; b) M = 4290, To= "5 Y= ¢
4
18. I, =1, = "% 19, 4= ;9000
42 3 35
2
20. —2abr. 21. a) a®; b) 37r8a ; ¢) 6ma’.
1 s 1 7 a’
2 1 . - . .
47 RS 9 9 m2abe
14. a) = b) nRVR? + a*>—a’mIn (R+VR? + a®)+a*mna; (a>0); ¢) 1

/2 S R 1
/ / )sin9d9 : “r2 f(r)dr; pentru f =1, 1=V (G) = 5 folosind
arctg (cos ¢ %

w/4 1/cos ¢ r
coordonatele cilindrice avem [ = / dcp/ r (/ f(r* + 2% dz) dr.
0

15.a) (G): 0<2 <2, 0<y<+V2—2? 0<z<a avem:

I—/dy/mdx/ fdz—/dy/ dz/
_/dz/dy/mfdx:/dx/ dz/ 2”fdy:/dz/ dx/mfdy

):0<x<1 0<y<Vvl—22 0<z<1—2%—9y? avem:
1—y? V 1—z2—y? Vi—g? Vi—g2—22
I:/dy/ d:r:/ fdz:/dx/ dz/ Fdy =
0 0 0 0 0 0

2
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1 V122 V12222 1 /192 \1-y2—22
:/dz/ d:r/ fdy:/dy/ ydz/ ! fdx =
0 0 0 0 0

0
1 V1-22 \/1-y2—22
:/ dz/ dy/ fdx.
0 0 0
4km 47 2mabe

16. a) - R b) 2mabe; ) —[R* — (B —r3)"?]; d) (2-V2); e) 1”@
5 4dmabe . . 3 3 i
f) ma®; g) ———; h) Se face schimbarea de variabile z = ar® cos® psin® 0, y =
= br¥sin® psin® 0, z = er¥cos? B, (r,0,0) € G, unde (G) : 0 <r <1,0< ¢ < 2nr,
D dmab
0<0<m % = 27aber® sin® p cos? psin® § cos® B; rezultd V = 7;(; ¢
2700 R3 3R )
17. a) M = ﬂg; 2=y =0, 2= — b)MzQnga3<\/§—6>,x0:0,
oa T ogabc 3a 3b 3c
Yo = 0, Zo:§(6ﬁ+5); c) M = QUG ;«To:§, ong; z0:§.
18. I,, = // 0022 drdydz, unde (G) : —a <z <a, ~b<y<b —c<z<g
G
b 3
vezulti I, = ; %
4h 2
19. ”9027“0 — M- %0 M = gomrih.
20. [xy — —7Q0a2b637r7 Yz == 4goggbca xrz — 74Q0a3b367r
00 00 0o
21. I, =1, = 8V2—1), I, = 42 —5), Iy=—=(2—2).
J= S B8VE-T), L= (VR -5, h= T2 VD)

h—z—i-\/m
s R U VR S U R T

22, u = ng{ag In

—[(h = 2)|h — 2| + z\z|]}, (se studiaza cazurile z > h, 0 <z <h, z<0).

kmM
—m|—, daci |a| > R,
_ _ _ ala
23. X =V =0, Zz=4 ala_ u
0 daca |a| < R.

Capitolul 6

§1. 14. 47R(R — VR2 — a?).
15. a) %\/%(a—l—b)' b) l/27r \/(a2 + 2)b2 cos? o + (b2 + ?)a?sin’® p dp = 1L(F)
-a) — b5 | ¢ pdip =5 L(T),

133
cu I elipsa cu semiaxele av/b? + ¢2 si bv/a2 + c2; c) R
2ma? Vaz + b2
16. a) T (2v/2 —-1); b) 2a o)« la\/a2 + 02 + b? ln% :
2 1 4 2
17. a) ﬂ(\/;—i_ ); b) 7?ava® + 1+ 7%In(a+ Va® +1); ¢) m s1n;¢cos .
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368
1 k2 6
d) ¥ +24 OT (80K + 7)
202 16 drma
18, 1 = ATV =3, Y=0, =g 19. [ =22
T
or R drab 87 R
2. 2) 2 s b)) L =0, L= =0 ) 2 (a+bto)
105, 3 p
21. a) —1; b) 0. 22 a)%; b) 0 c)—%; d) 0

§2. 14. (z—a)>+ (y—b)?+ (2 —¢)?> = 1 (sfera cu centrul in A(a, b, c) si

16. a) 3f(r) +rf'(r); b) gradU - grad V +U AV. 18. a) 0; b)

19. a) 3%; b) 3. 20. 2.

~




ANEXA

In aceastd anexa vom prezenta ecuatiile carteziene si/sau parametrice ale principalelor

curbe gi suprafete care apar pe parcursul culegerii, precum si imaginile lor intr-un sistem
ortogonal de axe din plan sau spatiu.

§1. CURBE

1. Cercul.
Ecuatia carteziand: (z —a)?+ (y — b)> = R?, (Figura A.1.1).
r=a+ Rcost

Ecuatiile parametrice:
y=>b+ Rsint, t € [0,2n].

2. Elipsa.
2 2

Ecuatia carteziana: o + 3;—2 —1=0, (Figura A.1.2).
T =acost

Ecuatiile parametrice: .
y =bsint, t € [0,2n].

AY
b“y
bl--
a X
@)
. X
o} a -
Figura A.1.1 Figura A.1.2
3. Hiperbola.
22y
a) Ecuatia carteziana: — — =i 1 =0, (Figura A.1.3).

a
a

. . T =-——=asect x = *acht
Ecuatiile parametrice: cost sau

y=btgt, tec[-ma]\{£3}; y=">bsht, t € R.
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\ Lo}

Figura A.1.3
b) Ecuatia carteziana: zy = ¢?, (Figura A.1.4).
2
Ecuatiile parametrice: x = ¢, y = s t e IR",

(este hiperbola de la punctul a) cu a =b = ¢v/2 rotitd in jurul lui O cu 45° in sens direct

trigonometric).
¢) Ecuatia carteziana: xy = —c?, (Figura A.1.5).
2
Ecuatiile parametrice: z = t, y = y t € IR,
(este hiperbola de la punctul a) cu a = b = ¢v/2 rotita in jurul lui O cu 45° in sens invers
trigonometric).
y A AY
Cr-- ¢--1c
|
-C : QS : ‘C >X
o ¢ - < |0
|
-_—— _C —C - — —
Figura A.1.4 Figura A.1.5

4. Parabola.
Ecuatia carteziana: y* = 2pz, (Figura A.1.6).

T =—t
Ecuatiile parametrice: 2p
y=t, telR.
5. Cicloida.
r = a(t —sint)

Ecuatiile parametrice:
y=a(l —cost), te€0,2n], (Figura A.1.7).
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y Ay
X 2ar---——= T
> |
O :
! X
@) Ta 2na
Figura A.1.6 Figura A.1.7

6. Astroida.
Ecuatia carteziana: z%/3 + y?/% = a?/3, (Figura A.1.8).
. , x=acos®t
Ecuatiile parametrice:
y=asin®t, t€0,2n].
7. Cardioida.
= a(2cost — cos 2t)

(
= a(2sint —sin2t), ¢ € [0,27], (Figura A.1.9).
y
a
/T\ ‘X
v '

Figura A.1.8 Figura A.1.9

x
Ecuatiile parametrice: {
Y

A

y
a

3:30/2 X

8. Lemniscata.
a) Ecuatia carteziand: (z? + y?)? = a?(2? — y?), (Figura A.1.10).
Ecuatia polard: 1% = a? cos 2.
T = acos - +/cos2p
Yy =asinp-\/cos2p, € [O,ﬂ U [%’,%”] U [%”,2%}.
b) Ecuatia carteziana: (2% + y*)? = 2a’zy, (Figura A.1.11).
T = acosy-+/sin2p
y=asinp-/sin2p, @€ [0,%] U [W,%”],

(este lemniscata de la punctul a) rotita cu 45° in sens direct trigonometric).

Ecuatiile parametrice: {

Ecuatiile parametrice: {

9. Foliul lui Descartes.

Ecuatia carteziand: z* + y* = 3azy, (a > 0), (Figura A.1.12).
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_ 3at
3
Ecuatiile parametrice: 132}15
= , te R\ {-1}.
y= i e R\ {1}
Ay 0,_4—2“_3/____
2
e} |
I
a7 2 g
5 o) a2
Figura A.1.10 A1.11

10. Spirala lui Arhimede.
Ecuatia polara: r =ap, ¢ € [0,00), (Figura A.1.13),

(zona punctata corespunde lui ¢ € (—00,0)).
: oY Va2 +y?
Ecuatia carteziana: = = tg ———.
x a

.. ) T =atcost
Ecuatiile parametrice: .
y=uatsint, t€ IR,.

X X
Figura A.1.12 Figura A.1.13
11. Spirala hiperbolica.
a
Ecuatia polara: r= —, ¢ € (0,00), (Figura A.1.14),

(zona punctata corespunde lui ¢ € (—00,0)).

Ecuatia carteziana: y_ tg —.
T Va?+y?
a
T = — cost
Ecuatiile parametrice: _
y = —sint, t € IR}.
t

12. Spirala logaritmica.

Ecuatia polara: r = e, (sau r = be"¥), ¢ € IR, (Figura A.1.15).
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In /x2 + 32

. . ~ y
Ecuatia carteziana: — = tg
x a

x = e cost

Ecuatiile parametrice: {

y = esint, t € IR.

N

Figura A.1.14 Figura A.1.15
13. Elicea circulara (linia elicoidala).
z
2?2 +y?=a? T = aCcos —
Ecuatiile carteziene: z oy sau _ '
tg— == y = asin—, (Figura A.1.16).
b «x b
T =acost
Ecuatiile parametrice: Yy =asint
z="bt, t € IR.
\
AZ
\\ _A-
\ 7z

\
\
\
\

\

\

o

|

1

1

/
/
N
\

"<

I

|

N

|

|
I

|
|
|
X I
|
|

Figura A.1.16 Figura A.1.17
14. Curba lui Viviani.
22+ y? 4 2% = a?

Ecuatiile carteziene:
z? +y? = ax, (Figura A.1.17).
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x = acos’
Ecuatiile parametrice: ¢ y = asin @ cos ¢
z = talsing|, ¢ € [0, g] U [37”,2#] .

§2. SUPRAFETE

1. Sfera.
Ecuatia carteziand: (x —a)* + (y — b)? + (2 — ¢)* = R?, (Figura A.2.1).
T =a+ Rcosusinv
Ecuatiile parametrice: { y = b+ Rsinusinv
z=c+ Rcosv, u € |0,2n], v € [0,7].

2. Elipsoidul.
72 2 2

z

Ecuatia carteziana: — + ?Z_Q + = —1=0, (Figura A.2.2).
T = acosusinv

Ecuatiile parametrice: ¢ y = bsinusinv

z=ccosv, u€|0,2n], v € [0,7].

CAZ
\\
\
/’—_ —_-—_-\.~§N\
T TNy
10
(e | //
X |~
|
Figura A.2.1 Figura A.2.2
3. Hiperboloidul cu o panza.
22y 2
Ecuatia carteziana: — + 22 1 =0, (Figura A.2.3).

xr=acosuchuv
Ecuatiile parametrice: y =bsinuchv
z=-cshv, ue|0,2n], veE R
T = @ COS USeC v

sau § y = bsinwusecv
z=ctgv, u€[0,2r], v € [-m, 7]\ {£F}.
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4. Hiperboloidul cu doua panze.
2 2 2
x

z
Ecuatia carteziana: — + L _Z 4= 0, (Figura A.2.4).
a b2 2
x =acosushv
Ecuatiile parametrice: { y = bsinushv

z=+cchv, u€0,27], v € [0,00).

C, -
»Y Ol- 5y
/ G
|
Figura A.2.3 Figura A.2.4
5. Paraboloidul eliptic.
2 2

Ecuatia carteziana: — + y _ 2z, p, q¢ > 0, (Figura A.2.5).
p q

r = ,/pu cosv
Ecuatiile parametrice: { ¥ = \/qu sinv
r=2ue 0,00), v €0, 27].

2 )
ZA
1
/
/
________ Z » Y
:O
X :
|
Figura A.2.5
6. Paraboloidul hiperbolic.
2 2
a) Ecuatia carteziana: T + v _ 2z, p, ¢ > 0, (Figura A.2.6).
p q

Ecuatiile parametrice:
T = /putguv T = y/—pusecv
Yy = \/qusecv si Yy =+/—qutgv
U

z:g, u € [0,00), vE [—ﬂ,ﬁ]\{ig} 2=, u€ (—00,0), v € [—W,ﬂ]\{ig}.
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@)

s
\/
<

~
-~
~———

Figura A.2.6

b) Ecuatia carteziana: z = xy, (Figura A.2.7).
T=u
Ecuatiile parametrice: Y=
z=uv, u, v € IR,
(este paraboloidul hiperbolic de la punctul a) cu p = ¢ = 1 rotit in jurul axei Oz cu 45°

in sens invers trigonometric).

'

7. Cilindrul.

a) Cilindrul eliptic.

2 2
Ecuatia carteziana: x_Q + ?Z_Q —1=0, (Figura A.2.8).
a
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T =acosu
Ecuatiile parametrice: { y = bsinu
z=w, u€[0,2r], v € R.
b) Cilindrul hiperbolic.
2 2
Ecuatia carteziana: —— + %2 —1=0, (Figura A.2.9).
a
T =atgu
Ecuatiile parametrice: ¢ ¢y = b
cos u
z=v, u€ [-m,7m|\{+5}, ve R
Az
[ > Z
P R I T 7 o y
S SR s >y | e | »
1O : -b 1O b
a | Lo =T :
: N ]
B To---s - |
e l > :
w - :
Figura A.2.8 Figura A.2.9
¢) Cilindrul parabolic.
Ecuatia carteziana: z? = 2py, (Figura A.2.10).
r=u
. . Loy
Ecuatiile parametrice:  y = 2—u
14
z=wv, u,v € IR.
8. Conul.
a) Conul eliptic.
' ' 2?2y 2 _
Ecuatia carteziana: — + = — — =0, (Figura A.2.11).
a b2 2
T = avcosu
Ecuatiile parametrice: { y = bvsinu
z=cv, u€l0,2n], v € R.
b) Conul hiperbolic.
22y
Ecuatia carteziana: —— + = — — =0, (Figura A.2.12).

a? b2 2
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T =avtgu
" . 1
Ecuatiile parametrice: ¢ y = bv
cosu

z=cv, u€[-m, 7 \{£5}, veER.

ZA AZ

\/

Figura A.2.10 *¥ Figura A.2.11

¢) Conul hiperbolic.
Ecuatia carteziana: 2? = zy, (Figura A.2.13),
(este conul hiperbolic de la punctul b) cu a = b = V2, ¢ =1 rotit cu 45° in jurul axei Oz

in sens invers trigonometric).
2

v

T =—

.e . u
Ecuatiile parametrice: y=u

z=wv, u€ IR, veEIR.

Figura A.2.12 Figura A.2.13
9. Elicoidul.

Ecuatia carteziana: tg% = g, (Figura A.2.14),
x
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(este suprafata generata de o dreapta care este paralela cu planul Oxy, intersecteaza axa
Oz si elicea circulara (F) : x = acosv, y = asinv, z = bv).
T =UCOSV
Ecuatiile parametrice: ¢ y = usinwv

z=bv, u € Ry, veEIR.

Figura A.2.14
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